MECANICA QUANTICA SIMPLETICA

Rendisley Aristoteles

Universidade de Brasilia, Instituto de Fisica,
International Center of Physics - UnB

03 de outubro de 2021



Resumo da Apresentacao

@ Introducio e motivacio

© Funcio de Wigner e Produto de Weyl

9 Mecanica Quantica Simplética e o Grupo de Galilei
@ Consideracdes Finais

© Referéncias Bibliograficas

Rendisley Aristoteles (Universidade de Brasi MECANICA QUANTICA SIMPLETICA 03 de outubro de 2021



@ Nasceu em Budapeste - 1902 e faleceu em Princeton -1995.

@ Prémio Nobel em Fisica - 1963 - Contribuicdes para a teoria do nticleo
atébmico e particulas elementares, particularmente pelas descobertas
decorrentes da aplicacdo de principios de simetrias fundamentais.

e E. P. Wigner, Phys. Rev. 40, 749 (1932).

Figura: Wigner.

/63

Rendisley Aristoteles (Universidade de Brasi MECANICA QUANTICA SIMPLETICA 03 de outubro de 2021 3



1. Introducao e

- Funcdo de Wigner — Mecénica quantica no espaco de fase superfluidez.

Interesse pratico: variedade natural para se escrever teorias cinéticas.
Atualmente, o formalismo proposto por Wigner é aplicado em diversas
areas, dentre as quais: fisica nuclear, fisica de particulas, mecanica
estatistica, tomografia quantica, fisica de plasma.

Interesse tedrico: O formalismo de Wigner introduz a geometria
ndo-comutativa (Amorim, 2007), (Szabo, 2000).

- Produto-estrela ou produto de Weyl.

- O método da funcdo de Wigner abre espaco para a formulacdo de teorias
de representacdo no espaco de fase.

- Representacdes de Grupos de Simetria (Mecanica Quéantica Simplética).

=
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2. Funcao de Wigner e Produto de Weyl

2.1 - Definicao da Funcao de Wigner
- Matriz densidade

p= w0 @)

(A) = Tr(pA). (2)
- Equacao de Liouville-von Neumann
., Op(t
228 _ 1h1(0), ()] ()
1]
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- A funcdo de Wigner é definida como uma transformada de Fourier dos
elementos da matriz densidade,

ipz
fula.p) = @) [ dzexn(P)a ~ Zlola+ 3).
o gk, k k
_ —iq
fula.p) = @) 2 [ dkep(— )P~ Slolp ). (@)
[~
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2.2 - Propriedades da Funcdao de Wigner

fw(q,p) € R, (5)

9@ = [ fula.p)dp = (alola) ©)
eI = [ fula. p)da = (plolp) (7)
/fw(q, p)dgdp = Trp = 1. (8)
2 <fulap) < )
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2.3 - Parametro de negatividade

n(y) = / 1fw (g, p)| — fw(q, p)dqdp. (10)

- N3o-classicalidade do sistema.
Aplicacdes de computacdo quantica, emaranhamento.

=

Rendisley Aristoteles  (Universidade de Brasi MECANICA QUANTICA SIMPLETICA 03 de outubro de 2021 8/63



2.4 - Operadores na representacao de Wigner
- Cada observavel A(Q, P) possui uma funcdo correspondente na
representacdo de Wigner, dada por

/dzexp )a— 2IA(Q. P)la+2) (11)

=
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2.5 - Propriedades dos operadores na representaciao de Wigner
(A) = (W|Al) = [ dadpAula. p)fula.p) = TroA (12)
- Se A= A(P) ( isto é, independente de Q), entdo A, = A(p). Ou seja,

eles terdo a mesma forma funcional, com a ressalva que os operadores P
serdo substituidos pelas variaveis p.

=
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- Se A= A(Q) ( isto é, independente de P), entdo Ay (p,q) = A(g). Ou
seja, eles terdo a mesma forma funcional, com a ressalva que os
operadores @ serdo substituidos pelas varidveis q.

- Se A(Q, P) = c onde ¢ é uma constante, entdo

Aw(g,p) = A(Q, P). (13)

=
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TrA = (2rh) 3 / dadpAn(q, p). (14)

[ doAu(a.p) = @) (alAla). (15)
| daAuta. p) = 1) plAlp) (16)
=
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2.6 - Produto de operadores na representacao de Wigner

- Consideraremos agora a equivaléncia em Wigner de um produto de
operadores AB, e encontraremos a expressio que expressa (AB), em
termos de A,, e B,,. Temos que,

(AB)w = Au(q,p)e? Bu(q,p) = Bu(q,p)e ™ Au(q,p)
Aw(q,p) * Bu(a, p), (17)

=
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2.7 - Evolucao Temporal da Funcao de Wigner
- Tomando a equacéo

228 _ 1(2), p(o)] (18)

e aplicando nela o operador,
(2n)* [ dzep(BE)a - 210+ 2),

em ambos os lados, temos que

fW b) 7t
iha (g,p,1t)

81.’ :{HW7fW}M7

onde {a, b}y = ax b — b* a é o parentesis de Moyal.

=
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fo t K2
iha(g’tp’) = (L4 iR — A+ )H,

h2
— Hy(1+ kA — TAZ + )

Ol t) _ oy, 1,
ot
Ofw(a,p,t) _
Toe e

- No limite A — 0 a funcdo de Wigner obedece a equacdo de Liouville
classica.

=
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2.8 - Definicio do Produto de Weyl
- O produto estrela (também denominado produto de Weyl), entre duas
funcdes f(q, p) e g(q, p) é definido por

f(a.p) *8(q.p) = F(a.p) expl'y (00 ~ Dp0e)la(a.p). (19)

onde as setas sobre os operadores diferenciais indicam o sentido em que
eles se aplicam.

=
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- O produto estrela entre duas funcdes no espaco de fase eleva uma delas
a categoria de operador,

f(q,p)xgla,p) = f(q+%5p>,p—%8_>)g(q,p)
= fla.p)ala~ e+ 500 (20)

- Operador-estrela: ?(q,p) = f(q, p)*.

=
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Propriedades do Produto de Weyl
- Produto estrela onde um dos fatores é uma constante. Seja ¢ € C. Ent3o

c*f(q,p) = f(q,p) x c = cf(q, p). (21)

=
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- O produto estrela é associativo,

(f(q.p) »&(q,p)) x h(q, p) = f(q, p) ~ (g(q. p) » h(a, p))- (22)

- O produto estrela ndo é comutativo,

f(q,p) xg(a,p) # g(q,p) x f(q, p). (23)

- A conjugacdo complexa inverte a ordem do produto estrela.

(f*g)T:gT*fT. (24)

=
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- A Integral do Produto estrela no Espaco de Fase

/f(q,p)*g(q, p)dqdp = /f(q,p)g(q, p)dqdp. (25)

=
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3. Mecéanica Quantica Simplética e o Grupo de Galilei

- Problemas: A funcdo de Wigner é real, o que dificulta a construcdo de
uma teoria de calibre (interacdo) no espaco de fase.
- Dificuldade de analisar superposicao de estados.

]
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- Tentativas de solucao: Procura-se introduzir uma funcdo de onda
(complexa, portanto admitindo fases) no espaco de fase.

- Torres-Vega e Frederick (1990) introduziram uma fungdo de onda,
¥1v(q, p) que entretanto n3o possui interpretac3o fisica geral.

- Oliveira et al (2004) introduziram uma fun¢3o, 1(q, p), que se conecta a
funcdo de Wigner. Isto garante a interpretacio fisica da teoria.

Foi utilizada teorias de representacdo de grupo de simetria, que deu origem
a mecéanica quantica simplética.

A funcdo de onda (g, p) foi denominada de quasi-amplitude de
probabilidade.

=

Rendisley Aristoteles  (Universidade de Brasi MECANICA QUANTICA SIMPLETICA 03 de outubro de 2021 22/63



Espaco de Hilbert H(I)

- A introduc3o do espaco de Hilbert associado ao espaco de fase I, pode
ser feita considerando o conjunto das funcdes complexas de quadrado
integravel, ¢(q, p) em I, tal que

/ dpdq®*(q, p)¢(q, p) < oo (26)

=
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Grupo de Galilei
X = Rx — vt + a,

t=t+b, (27)

onde R representa uma rotacdo espacial; a, uma translacio espacial; b,
uma translacao temporal; e v, a velocidade relativa entre os dois
referenciais inerciais.

=
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A algebra de Galilei estendida é definida por,

(L, L] = ihejLy,
(L, Kj] = ihejcK,
[Li, Pj] = ihegcPu, (28)
[K;, P;] = iiméj1,
[Ki, H] = inP;,

=
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[P, P] =0,
[P, H] =0,
[L;, H] =0,
[P, H] = 0.

=
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Os operadores definidos a seguir satisfazem a algebra de Galilei-Lie,

~ ik
Q:q*:q+§8p7
- in
P:p*:p—%(?q,

K= kix = mq; % —tpjx = ma,- — t?’\,-,

=
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o i 9 n_0?
opr 2 T P¥oq; T 4 dqiope’

~

—— ih
Li = €jx Qi Pk = €ijkqjpk — o Cijkqj

P
H=—.
2m

=
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Interpretacao Fisica
Os operadores @ e P se transformam da seguinte forma

K\~ K., -
exp(—iv.— ) Pjexp(iv.=) = P; + my1,

h h

K.~ K, =
exp(—iv.ﬁ)Qjexp(iv.%) = Qj + vtl.

E satisfazem a relacdo de comutacdo

[Q;, Pr] = ihdjn1.

=
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Para definir uma base em H(I') com contelido de espaco de fase,
definiremos os operadores c-numbers, P = 2pl e Q = 2g1. Que se

transformam da seguinte forma,

~ o~

K.~ K, —=
exp(—iv%)Qexp(ivE) = Q+ vtl,

~ ~

K.= K, —
exp(—ivE)Pexp(ivg) =P+ mvl.

E satisfazem a relacao,

[@,P]=0.

=
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Assim, podemos escrever

Qlg, p) = qlq,p),

Pla, p) = pla, p),
(q,pld’,p") =0(qg—q')o(p—p'),

/dqdp\q, p){q,p| = 1.

=
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¥(q, p, t) = (q, pl(2))-

H é o gerador das translacdes temporais. Sendo assim, podemos definir

o~

W(q,p t)=e 7 x1(q,p,0).

Se derivarmos a Ultima equacdo com relacdo ao tempo, obtemos

lhatw(qvpv t) = "/:hvb(qa P, t)'

=
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A equacao de Schrodinger no Espaco de Fase

~

- Se a particula estiver sujeita a um potencial V(Q), temos a equacdo de
Schroedinger no espaco de fase,

ihoe(q,p, t) = (% T Bmog? %%)¢(qa p,t)
ih 0

=
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Associacao com a funcdao de Wigner

- Podemos mostrar que a func3o definida por f,,(q, p) = ¥(q, p) * (g, p)
é a funcdo de Wigner.

- Também é (til observar que ¥(q, p) e f,(q, p) satisfazem a mesma
equacio de x-valores, Hw(q, p) = Ev(q,p).

=
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3. Yang-Mills-Higgs Field in Phase Space

The Lagrangian, £ for the Yang-Mills-Higgs field with symmetry SU(2) is
given by

1 1
L= = Fi "+ 5(Dug) (D") = V(9) (30)
F3, = 0,A% — 0,A% + gAL AS, (31)
(Du¢) = 0u¢ — igAL TP, (32)

with T = ¢/2, b = 1,2, generating the algebra of the group SU(2), and
g is a coupling constant.

]
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scalar Higgs field potential is given by
V(¢) = 2] + Aol*, (33)

where 1 and \ are constants. In the (2+1)-dimensional Minkowski space,
and for the spatially homogeneous Yang-Mills-Higgs field, which satisfies
the conditions

QAL =86 =0,i = 1,2,

the Gauge A§ = 0, the Lagrangiana can be written as

=
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L= B AT+ AY) - g ATAS (34
— AP+ (AT + A2 (ALY (As)?] - V(9).

on what ¢ = (¢*, 9%, ¢%), A1 = (A}, A], A7) e Ay = (A}, A}, A3).

=
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the Hamiltonian of the system is written as

1 1
H = §(p§ +p3) +g°vi (i +a3) + Eng%qS, (35)

where ¢g = (0,0,v), g1 = Al, go = A3, p1 = g1, p2 = 2 and the other
components of the Yang-Mills field are null. Also, w? = 2g?v2.

=
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in terms of create and destroy operators, given by

=
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where the operators gjx and p;* are given by

0
=it s 40
ax=ai+ 55 (40)
i 0
=P s a1
Pr=pi— 55 (41)
=
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the Hamiltonian given in Eq.(35) can be written as

~

S 1
H=w@3+bb+1
w(a'a+ b'b+ )+16v2

(3+73")2(b + b1 (42)
In this way, we can define the free part of the Hamiltonian as
Ho = w(3a+ b'b + 1). (43)

While the interaction part is written as

<

(3 +3a")?(b + b')2. (44)

~ 1612

=

Rendisley Aristoteles  (Universidade de Brasi MECANICA QUANTICA SIMPLETICA 03 de outubro de 2021 41/63



The equation to be analyzed is given by

H x(q1, p1, g2, p2) = Ev¥(q1, p1, @2, p2). (45)

The free part is given by

HO * %ZJS,??Q(CIL P1, q2, P2) = Enl,nld)g??ng(qlv P1, q2, P2)7 (46)

=
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he solution to the free part Ho of the Hamiltonian has the amplitude in
written phase space as

¢$7??n2(Q17 P1,q2, p2) — ¢n1(QI7 Pl)Xng(QZ7 p2)7 (47)

where ¢, (g1, p1) and xn,(g2, p2) are the solutions that describe particles
1 and 2, respectively.

=
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The eigenvalue equations are given by
abn, = /Mon -1, (48)

3T¢n1 =Vvn+ 1¢n1+1’ (49)
Ban = \/Exnz—lﬂ (50)
bTan =V n+ 1Xn2+1' (51)

=
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Using

3¢0 = Oa
byo =0,
we get the solution
00 = Lewai-triewa-tn (52)

3

=
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_ 24 1,52 1 _ 2,12
wgg?nz(qlaph CIZaPZ) Ne (wq1+wP1)Ln1 (WQ% + wp]2_> € (wq2+wp2)

1
Ln, <wq§ + wpﬁ) ,

X
(53)
where L, and L,, are Laguerre polynomials of order n; and ny,
respectively; and NV is a normalization constant.
The eigenvalues of the amplitudes from Eq.(53) are given by
Enyny = (M + np 4+ 1w. (54)
]
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w,(,}?nz(qu P1, q2, p2) = wr(fl)?nz(ql? P1, q2, p2) + r7

em que [ é igual a

£ £0) mimz

ny,n2 my,my

3 ( | msons Vi, da dpr daa dps ) oo

myF#ny,my#ny

=
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1 0
1/1((),3(‘71&176]27/32) = w((),g(chapl,%vpz)

1 2v2+3 (o
- 4w3< ¢§§(q1,pl,qz,pz)>
V2
wg,lg(qlaplaqszz) = Tﬂg%(ql,m,qz,m) r{7¢?(qupl7q2,l?2)

Ve ( 0)

3
¢3 A(ar, p1, g2, p2) — 17/)3,2(671, P12, Pz)}-

=
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1
Q/)c(J,l)(Cll, P1, G2, P2)

1
¢§,1)(q1, P1, G2, P2)

Rendisley Aristoteles
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¢(()?1)(CI17 P1; 42, P2)

{ V2

0
- 7¢§,2)(Q1,P1,CI2,P2)

‘ -

o
w

W

|G

3
1/)5?3(% P1, G2, P2) + Zwé?z)(ql,m 92, pz)]

1
¥ a1, pr, 2, p2) — e [V6u{9(ar, 1. a2, p2)

3v6 (0)

0 3
> ) (qr. pr. a2, p2) — s¥33(aL, pr, qz,pz)],

w
(@)}

=
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1
sz)g,g(ql? P1, q2, PZ)

Rendisley Aristoteles
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¢§3(q1 P1, q2ap2)
L2

(0)
3 —71# )(q1. 1. 42, p2)

7

o

V6
V3% (a1, pr, 2, p2) - 71/)5?2)(6117;)1, %, p2)],

=
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The Wigner function for the Yang-Mills-Higgs system for each order of the
perturbed amplitude can be calculated using the equation

fw(a, pr. G2, p2) = U350 (a1, 1. g2, p2) x ¥, (a1, 1. G2, p2). (55)

=
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Yang-Mills-Higgs, Wigner function, nj = n, =0
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Yang-Mills-Higgs,Wigner function ,n; =1,n, =0
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Yang-Mills-Higgs, wigner function, n; =2, n, =0
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Yang-Mills-Higgs, negativity parameter

Tabela: Negativity parameter Yang-Mills-Higgs

ni,ny (1)

0,0 0.18993
1,0 0.26554
0,1  0.26554
1,1 0.32441
2,0 0.32441
0,2 0.32441

=
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5 we apply the techniques of Lie methods. As a result, we determine the solution of the

= quantum quantum oscillator in the phase space and calculate the corresponding Wigner

n function. We also calculated the negativity parameter of the analyzed sys ]

ley Aristoteles niversidade de Brasi MECANICA QUANTICA SIMPLETICA 03 de outubro de



@ Springer Link

General and Applied Physics | Published: 21 June 2019

Wigner Function and Non-classicality for Oscillator
Systems

H. Dessano & R. A. S. Paiva, R. G. G. Amorim, 5. C. Ulhoa & A. E. Santana

Brazilian Journal of Physics 49, 715-725(2019) | Cite this article

98 Accesses | 1 Citations | Metrics

Abstract
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classicality of the states is studied by the non-classicality indicator of the Wigner funetion,
which is caleulated as a function of the dissipation parameter. The second oscillator system is

non-linear pendulum. Analytical results are derived and the Wigner funetion is analyzed.
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The two-dimensional hydrogen atom in an external magnetic field is considered in the context of phase space. Using the solution of
the Schrodinger equation in phase space, the Wigner function related to the Zeeman effect is caleulated. For this purpose, the Bohlin
mapping is used to transform the Coulomb potential into a harmonie oscillator problem. Then, it is posible to solve the
Schridinger equation easier by using the perturbation theory. The negativity parameter for this system is realised.
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In this work, we study
is derived in phase space. The formalism is based on the noncommutative structure of the star product, and using the group theory
approach as a guide a physically consistent theory is constructed in phase space. The state is described by a quasi-probability
amplitude that is in association with the Wigner function. With these results, we solve the Gross-Pitaevskii equation in phase
space and obtained the Wigner function for the system considered.

ymplectic unitary representations for the Galilei group. As a consequence a nonlinear Schrisdinger equation
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Consideracées Finais

Trabalhos em Desenvolvimento:

- Quarks N3o Relativisticos na Mecanica Quantica Simplética.

- Sistemas com Potenciais Polinomiais.

- Determinar a funcido de Wigner para o sistema Péndulo Duplo Quantico.

- Desenvolver um Formalismo para analisar caos quantico associado ao
expoente de Lyapunov no espaco de fase classico.

- Emaranhamento Quéntico associado a funcido de Wigner.
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