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extensiva a fenômenos de caos, difusão e massa

dependente da posição

Prof. Dr. Ignacio Sebastián Gomez
Departamento de Ciências Exatas e Naturais - Área F́ısica - UESB
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Teoria da informação
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Teoria da informação Preliminares

Teoria da informação (TI): introdução

Claude Shannon - ”A Mathematical Theory of Communication, The Bell System
Technical Journal, 1948”

é uma teoria sobre a transmisão da informação desde o emissor até o receptor.

”O problema fundamental da comunicação é reproduzir em um dado ponto, exata
ou aproximadamente, uma mensagem produzida em outro ponto”

Suponhamos dispositivos que produzam śımbolos. Como representar a incerteza?
dispositivo com 1 śımbolo =⇒ incerteza de log2(1) = 0 bits (certeza)
dispositivo com 2 śımbolos =⇒ incerteza igual a log2(2) = − log2(1/2) = 1 bit
Exemplo: molécula DNA, cadeias de nucleótidos A,C,G e T com probabilidades

pA = 1/2 , pC = 1/4 , pG = 1/8 , pT = 1/8

H = −
∑

A,C,G,T

pi log2(pi) = 1.75 bits por śımbolo

Uma codificação: A=1, C=01, G=000, T=001 =⇒ ACAT=1011001
Nos dá a média de 7 d́ıgitos/4 śımbolos=1.75 d́ıgitos x śımbolo
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Teoria da informação Preliminares

A entropia de Shannon como medida de incerteza

Sejam duas moedas uma “honesta” e outra “enviesada”, caracterizadas pelos
espaços de probabilidade

(M1, p(M1)) = ({cara, coroa}, {pcara = pcoroa = 0.5})

(M2, p(M2)) = ({cara, coroa}, {pcara = 0.9 , pcoroa = 0.1})
Hhonesta = H(M1) = 1 bit > Henviesada = H(M2) = 0.469 bits

a entropia é uma medida de incerteza da informação

Generalizando, seja {pi} uma distribuição de probabilidade, em que pi ≥ 0 é a

probabilidade do evento xi e
∑N

i=1 pi = 1, definem-se

S({pi}) = −
N∑
i=1

pi ln pi (entropia de Shannon da distribuição {pi})

S({pij}) = −
N,M∑
i,j=1

pij ln pij (entropia de Shannon da distribuição {pij})
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Teoria da informação Distância estat́ıstica em mapas caóticos

Métricas, distâncias estat́ısticas

Distinguir distribuições de probabilidade quantifica o ganho de informação

Métrica ou distância: uma função d : X ×X 7→ R+ tal que

(1) não negatividade: d(x, y) ≥ 0 para todo x, y ∈ X

(2) identidade dos indiscerńıveis: d(x, y) = 0 se e somente se x = y

(3) simetria: d(x, y) = d(y, x)

(4) desigualdade triangular: d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) para todo x, y, z ∈ X

O conjunto X dotado com a métrica d resulta um espaço métrico.

Definição: Uma distância estat́ıstica é uma função d : X ×X 7→ R+ em que X
é o espaço de distribuições de probabilidade, podendo satisfazer uma ou mais
propriedades anteriores de uma métrica.

Observação 1: Pseudométricas violam (2), quasemétricas violam (3) e
semimétricas violam (4).
Observação 2: Distâncias estat́ısticas que satisfazem (1) e (2) são chamadas de
divergências.
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Teoria da informação Distância estat́ıstica em mapas caóticos

Distância estat́ıstica de Wootters (Phys. Rev. D 23,
357-362 (1981))

A distância estat́ıstica d(p, p′) entre duas probabilidades p e p′ é definida por

d(p, p′) = lim
n→∞

#{máximo número de pontos distingúıveis em n experimentos}√
n

sendo p = (p1, . . . , pN ), p = (p′1, . . . , p
′
N ) e N o número de resultados posśıveis.

Exemplo: N = 2 lançamento de uma moeda p = (p1, 1− p1) e p
′ = (p2, 1− p2)

d(p, p′) = cos−1(
√
p1p2 +

√
(1− p1)(1− p2)) ̸= |p1 − p2|
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Teoria da informação Distância estat́ıstica em mapas caóticos

Gomez, I. S., Portesi M., Lamberti P. W., Chaos (2017)

Inspirados na distância estat́ıstica de Wootters exploramos analiticamente e
numericamente a proposta de R. Johal (arXiv:chao-dyn/9804002):

d(xA, xB) = lim
n→∞

{probabilidade de visitar [xA, xB ] depois de n passos} =

=

∣∣∣∣∣
∫ xB

xA

ρ(x)dx

∣∣∣∣∣ sendo ρ(x) a densidade invariante do mapa xn+1 = f(xn)

Seja Γ = [0, 1] o espaço de fase, dividimos ele em M subintervalos iguais e dado
um x0 ∈ [0, 1], consideramos x0, x1 = f(x0), x2 = f(f(x0)), . . . ,xT = fT (x0).
A fração ρi dos T estados que visitam o i-ésimo intervalo (i = 1, . . . ,M) é

ρi =
#{xτ ∈ [ i−1

M , i
M ) : τ = 0, 1, . . . , T}

T
−→ ρ(xi) quando T ≫ M

ρ(x) =

M∑
i=1

ρiχ[ i−1
M , i

M )(x) densidade invariante numérica do mapa

C(x) =
M∑
i=1

i∑
j=1

ρjχ[ i−1
M , i

M )(x) cumulante numérica da densidade do mapa
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Teoria da informação Distância estat́ıstica em mapas caóticos

Resultados anaĺıticos

Teorema III.1 (Gomez-Portesi-Lamberti, Chaos, 2017): Seja a relação de
equivalência xA ∼ xB ⇐⇒ d(xA, xB) = 0 e seja µρ(A) =

∫
A
ρ(x)dx a medida

invariante de ρ com A ∈ [a, b]. São equivalentes:

ρ(x) = 0 em quase todo punto (q.t.p.) de (xA, xB).

xA = xB .

d(xA, xB) = 0.

C(x) é constante em [xA, xB ].

Todo x ∈ (xA, xB) é um ponto errante (wandering point).

O conjunto de pontos errantes indica os estados que sempre estão de passeio

O Teorema III.1 caracteriza os ponto errantes em mapas discretos em termos da
métrica do mapa, ou equivalentemente da distribuição cumulante, o que pode ser

conectado com o caráter dissipativo do sistema
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Teoria da informação Distância estat́ıstica em mapas caóticos

Resultados numéricos
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Teoria da informação Modelos estat́ısticos curvados em Hamiltonianos e estados quânticos

Métrica de Fisher: geometria da informação (GI)

Divergência de Kullback-Leibler (1951) entre duas distribuições p e q:

DKL(p||q) =
N∑
i=1

pi ln
pi
qi

(entropia relativa de p em relação a q)

Duas distribuições p(θ), p(θ0) infinitesimalmente próximas uma da outra, em que
θ, θ0 ∈ Rm são vetores de parâmetros de modo que |θ − θ0| ≈ 0, satisfazem

p(θ) = p(θ0)+
∑
j

∂p

∂θj

∣∣∣
θ0

∆θj =⇒ DKL(p(θ0)||p(θ)) =
1

2

∑
j,k

gjk(θ0)∆θ
j∆θk +O(∆θ3)

gjk(θ) =

∫
X

∂ ln p(x, θ)

∂θj

∂ ln p(x, θ)

∂θk
p(x, θ)dx (métrica de Fisher)

é um tensor métrico definido no espaço das distribuições de probabilidade
parametrizadas M, constituindo uma variedade estat́ıstica:

M = {p(x, θ) : θ ∈ Rm ,
∫
p(x, θ)dx = 1 , p ≥ 0}

�� ��ds2 = gjk(θ)dθ
jdθk
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Teoria da informação Modelos estat́ısticos curvados em Hamiltonianos e estados quânticos

modelo Gaussiano bidimensional correlacionado de dimensionalidade mais baixa

p(x, y;µx, σ, r) =
1

2πΣ2
exp

(
− 1

2(1− r2)

[
(x− µx)

σ2
+

y2σ2

Σ4
− 2r(x− µx)y

Σ2

])

métrica de Fisher-Rao: gij(µx, σ) =

(
1

σ2(1−r2) 0

0 4
σ2(1−r2)

)

curvatura escalar: R=R11g
11 +R22g

22 = − 1
2 (1− r2) , −1 ≤ r ≤ 1
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Teoria da informação Modelos estat́ısticos curvados em Hamiltonianos e estados quânticos

Curvatura escalar em sistemas Hamiltonianos
(Gomez, I. S., Physica A 484, 117-131, 2017)

densidade de probabilidade na posição do conjunto canônico dos osciladores
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Teoria da informação Modelos estat́ısticos curvados em Hamiltonianos e estados quânticos

Mapeamento entre o modelo 2D correlacionado e a
densidade canônica, temperatura versus curvatura escalar
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Teoria da informação Modelos estat́ısticos curvados em Hamiltonianos e estados quânticos

Losada M., Gomez I. S., Holik F., Physica A 532, 121806 (2019)
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Estat́ıstica não extensiva, massa dependente da posição e álgebras deformadas Preliminares

Estat́ıstica não extensiva: introdução

ADITIVIDADE: uma entropia S é aditiva se para dois sistemas A,B independentes

S(A+B) = S(A) + S(B)

Porém, a entropia de tsallis Sq =
∑W

i=1 p
q
i−1

1−q
satisfaz

Sq(A+B) = Sq(A) + Sq(B) +

(
1− q

kB

)
Sq(A)Sq(B)

EXTENSIVIDADE: Dados N subsistemas A1, . . . , AN , uma entropia S é extensiva se

0 < lim
N→∞

S(N)

N
< ∞ S(N) ∝ N quando N → ∞

Ignacio Sebastián Gomez UESB - Itapetinga VIII Ciclo de Seminários do Curso de F́ısica18 / 35



Estat́ıstica não extensiva, massa dependente da posição e álgebras deformadas Preliminares

Sistemas simples e sistemas complexos

Sistemas Simples: W (N) ∝ µN (µ > 1)

correlações espaço-temporais de curto alcance

processos Markovianos (memória curta), rúıdo aditivo

caos forte (máximo expoente de Lyapunov positivo), ergodicidade

equações de Fokker-Planck lineares/homogêneas, Gaussianas

dependências/decaimentos exponenciais, entropia de Boltzmann-Gibbs

Sistemas Complexos: W (N) ∝ Nρ (ρ > 0)

correlações espaço-temporais de longo alcance

processos não Markovianos (memória longa), rúıdos aditivos e multiplicativos

caos fraco (máximo expoente de Lyapunov nulo), não ergodicidade

equações de Fokker-Planck não lineares/inhomogêneas, q-Gaussianas

dependências/decaimentos q-exponenciais (leis de potência), entropia Sq
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Estat́ıstica não extensiva, massa dependente da posição e álgebras deformadas Preliminares

Sistemas entropia SBG entropia Sq (q < 1)

interações de curto alcance EXTENSIVA NÃO EXTENSIVA

interações de longo alcance NÃO EXTENSIVA EXTENSIVA
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Estat́ıstica não extensiva, massa dependente da posição e álgebras deformadas Preliminares

Estat́ıstica não extensiva e estruturas associadas

Não aditividade : Sq(A+B) = Sq(A) + Sq(B) +

(
1− q

kB

)
Sq(A)Sq(B)

q-soma: x⊕q y := x+ y + (1− q)xy −→ x+ y quando q → 0

q-produto: x⊗q y := [x1−q + y1−q − 1]1/(1−q) −→ xy quando q → 0

L. Nivanen et al., RMP 52, 437-444 (2003) - E. P. Borges, Phys. A 340, 95-101 (2004)

q-álgebra (⊕q,⊖q,⊗q,⊘q) e q-derivada Dqf(x) = (1 + (1− q)x)df/dx

Mapeamento entre oscilador harmônico com derivada deformada e oscilador de
Morse mediante a transformação canônica η = ln(1+γx)

γ
(γ = 1− q)

OH : iℏ∂ψ(x, t)
∂t

= −(1+γx)2
ℏ2

2m

∂2

∂x2
ψ(x, t)−γ(1+γx) ℏ

2

2m

∂

∂x
ψ(x, t)+

mω2x2

2
ψ(x, t)

OM : iℏ∂ϕ(η, t)
∂t

= − ℏ2

2m

∂2

∂η2
ϕ(η, t) +

mω2

2γ2
(eγη − 1)2ϕ(η, t) , ϕ(η, t) = ψ(x(η), t)
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Estat́ıstica não extensiva, massa dependente da posição e álgebras deformadas Preliminares

correspondência biuńıvoca entre massa dependente da posição e derivada
deformada

Tg =
g(x)

2m0

∂2

∂x2
⇐⇒ m(x) =

m0

g(x)
, g(x) = (1 + γx)2 (q-álgebra)
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Estat́ıstica não extensiva, massa dependente da posição e álgebras deformadas Equação de Fokker-Planck com estruturas deformadas

Lagrangiana com massa dependente da posição m(x) e força aleatória R(t)

L(x, ẋ, t) = 1

2
m(x)ẋ2 − U(x, t) , U(x, t) = V (x)− xR(t)

equação de Euler-Lagrange com funçaõ de Rayleigh Q de dissipação

d

dt

(
∂L
∂ẋ

)
− ∂L

∂x
+

∂Q
∂ẋ

= 0 , Q =
1

2
m(x)λ(x)ẋ2 , λ(x) =

λ0

κ(x)
= λ0

√
m0

m(x)

equação de movimento

m(x)ẍ+
1

2
m′(x)ẋ2 = −m(x)λ(x)ẋ+ F (x) +R(t) , F (x) = −dV

dx

limite superamortecido (equação de Langevin) ⇐⇒ FPE linear deformada

ẋ =
F (x) +R(t)

m(x)λ(x)
⇐⇒ ∂Pq(x, t)

∂t
= −Dq[A(x)Pq(x, t)] +

Γ

2
D2

qPq(x, t)

Pq(x, t)

1 + γx
= P (x, t) ⇐⇒

∫
Pq(x, t)dxq =

∫
P (x, t)dx = 1 , xq =

ln(1 + γx)

γ
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Estat́ıstica não extensiva, massa dependente da posição e álgebras deformadas Equação de Fokker-Planck com estruturas deformadas
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Estat́ıstica não extensiva, massa dependente da posição e álgebras deformadas Equação de Fokker-Planck com estruturas deformadas

entropia deformada e difusão não homogênea van Kampen

S = −
∫

Pq(x, t) lnPq(x, t)dxq = −
∫
P (x, t) ln

[
P (x, t)

(1 + γx)−1

]
dx =

= SBG − ⟨ln(1 + γx)⟩ = entropia de Boltzmann-Gibss + meio não homogêneo

vK :
∂P

∂t
=

∂

∂x
[µ(x)V ′(x)P ]+

∂

∂x

{
µ(x)

∂

∂x
[T (x)V ′(x)P ]

}
,
T (x)

T0
=
µ(x)

µ0
=

√
m0

m(x)
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Estat́ıstica não extensiva, massa dependente da posição e álgebras deformadas Equação de Schrödinger com estruturas deformadas

entropias de grupo - Tempesta, Phys. Rev. E 84, 2011

S : P 7→ R junto com uma função cont́ınua Φ(x, y) é uma entropia de grupo se:

Grupo formal de Lazard (Bochner, S. Ann. Math. 47, 192–201, 1946)

Φ(x, y) = G(G−1(x) +G−1(y)) = x⊕G y = x+ y + potencias maiores

G(t) = t +
∑∞

k=1 ak
tk+1

k+1 , logG(x) = G(lnx) , expG(x) = exp(G−1(x))

classes de entropias de grupo (Boltzmann-Gibbs, Tsallis e Kaniadakis)

GBG(t) = t , Gq(t) =
exp((1− q)t)− 1

1− q
, Gκ(t) =

exp(κt)− exp(−κt)

2κ
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Estat́ıstica não extensiva, massa dependente da posição e álgebras deformadas Equação de Schrödinger com estruturas deformadas

G-soma: x⊕G y := G(G−1(x) +G−1(y)) −→ x+ y quando G(t) → t

G-produto: x⊗G y := expG(logG(x) + logG(y)) −→ xy quando G(t) → t

G-álgebra : (⊕G,⊖G,⊗G,⊘G) e G-derivada : DGf(x) =
1

(G−1)′(x)

df

dx
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Estat́ıstica não extensiva, massa dependente da posição e álgebras deformadas Equação de Schrödinger com estruturas deformadas
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Estat́ıstica não extensiva, massa dependente da posição e álgebras deformadas Equação de Schrödinger com estruturas deformadas
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Propostas em aberto/andamento

Propostas em aberto/andamento

1) Distâncias estat́ısticas em mapas bidimensionais utilizando a densidade
invariante ρ(x, y): Como definir C(x, y)?

xn+1 = xn +K sinxn (mapa de Chirikov)

pn+1 = xn + pn

2) Estudar a curvatura escalar do oscilador quârtico clássico (em aberto)

H =
p2

2m
+ bx4 + kx2

3) Equações mestras com estruturas deformadas (enviado à Communications
in Nonlinear Science and Numerical Simulation e parcialmente aceito)

P(xκ, t+∆t) = pP(xκ + (+a)κ, t) + (1− p)P(xκ + (−a)κ, t)

4) Estudar equações relativ́ısticas (Dirac, KG, DKP) com entropias de
grupo (em aberto)
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Conclusões

Conclusões

Distâncias estat́ısticas utilizadas em mapas discretos permitem
distinguir entre regimes regulares e caóticos

A curvatura escalar é uma grandeza geométrica que pode
caracterizar transições de fase e faḿılias de estados quânticos

Derivadas lineares deformadas, massas dependentes da posição e
não homogeneidades são conceitos intimamente ligados

As estruturas deformadas fornecem um formalismo para
generalizar conceitos f́ısicos/matemáticos em que os parâmetros
de deformação caracterizam de maneira cont́ınua às correções
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