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Teoria da informagdo

= Y /.
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Universidad de Buenos Aires (UBA)
Ciudad Universitaria

TR & e rrogiasisies

Facultad de Ciencias Exactas
Universidad Nacional de La Plata (UNLP)

A
%,
S . -

Instituto de Fisica Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia
Universidade Federal da Bahia (UFBA) (UESB) - Departamento de Ciéncias Exatas e Naturais
Campus Ondina Campus Itapetinga (Juvino Oliveira)

Ignacio Sebastidn Gomez UESB - Itapetinga VIII Ciclo de Semindrios do Curso de Fisica



Teoria da informagao

Teoria da informagdo (TI): introdugdo

Claude Shannon - "A Mathematical Theory of Communication, The Bell System
Technical Journal, 1948"

€ uma teoria sobre a transmis3o da informagdo desde o emissor até o receptor.

"0 problema fundamental da comunicacdo € reproduzir em um dado ponto, exata
ou aproximadamente, uma mensagem produzida em outro ponto”

Suponhamos dispositivos que produzam simbolos. Como representar a incerteza?
dispositivo com 1 simbolo = incerteza de log,(1) = 0 bits (certeza)

dispositivo com 2 simbolos = incerteza igual a log,(2) = —log,(1/2) =1 bit
Exemplo: molécula DNA, cadeias de nucledtidos A,C,G e T com probabilidades

pa=1/2 |, pc=1/4 , pac=1/8 , pr=1/8

H=- Z pilogs(p;) = 1.75 bits por sfmbolo
A,C,G,T

Uma codificacao: A=1, C=01, G=000, T=001 — ACAT=1011001
Nos d& a média de 7 digitos/4 simbolos=1.75 digitos x simbolo

Ignacio Sebastidn Gomez UESB - Itapetinga
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A entropia de Shannon como medida de incerteza

Sejam duas moedas uma “honesta” e outra “enviesada”, caracterizadas pelos
espacos de probabilidade

(]\/[1,17(]\/[1)) = ({cara, COI‘O&}, {pcara = Pcoroa = 05})

(Mo, p(My)) = ({cara, coroa}, {peara = 0.9 , Deoron = 0.1})
Hhoncsta = H(]\/[l) =1bit > chvicsada - H(]\/IQ) = 0.469 bits

‘a entropia é uma medida de incerteza da informac;éo‘

Generalizando, seja {p;} uma distribuicdo de probabilidade, em que p; >0 ¢é a
probabilidade do evento x; e Zilpi =1, definem-se

S({pi}) Z p;Inp; (entropia de Shannon da distribuicao {p;})
S{pi;}) = Z pijInp;; (entropia de Shannon da distribuigao {p;;})
3,j=1
Ignacio Sebastidn Gomez UESB - Itapetinga
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Métricas, distancias estatisticas

‘ Distinguir distribuicoes de probabilidade quantifica o ganho de informac¢ao ‘

Métrica ou distancia: uma fun¢do d: X x X — R, tal que

(1) ndo negatividade: d(x,y) > 0 para todo z,y € X

(2) identidade dos indiscerniveis: d(z,y) = 0 se e somente se x =y

(3) simetria: d(z,y) = d(y,x)

(4) desigualdade triangular: d(x, z) < d(z,y) + d(y, z) para todo z,y,z € X

O conjunto X dotado com a métrica d resulta um espagco métrico.

Definicdo: Uma distancia estatistica é uma funcdo d: X x X — R, em que X
é o espaco de distribuicdes de probabilidade, podendo satisfazer uma ou mais
propriedades anteriores de uma métrica.

Observagdo 1: Pseudométricas violam (2), quasemétricas violam (3) e
semimétricas violam (4).

Observagdo 2: Distancias estatisticas que satisfazem (1) e (2) sdo chamadas de
divergéncias.

Ignacio Sebastidn Gomez UESB - Itapetinga VIII Ciclo de Seminérios do Curso de Fisica



Teoria da informagao

Distancia estatistica de Wootters (Phys. Rev. D 23,
357-362 (1981))

A distancia estatistica d(p,p’) entre duas probabilidades p e p’ é definida por

, . #{méaximo nimero de pontos distinguiveis em n experimentos}
d(p,p’) = lim
n—o0 \/ﬁ
sendo p = (p1,...,pn), P = (P1,---,PN) € N o nlimero de resultados possiveis.
Exemplo: N = 2 lancamento de uma moeda p = (p1,1 —p1) e p’ = (p2,1 — p2)

d(p,p") = cos™ (y/prpz + /(1 — p1)(1 — p2)) # Ip1 — p2|

o e s p,p' sdo distinguiveis se para n
A grande as regides de incerteza
' - ndo se superpdem
—V;i[g (—ﬁ—i—:-)—z:ll"2>1 , Opy=b;-bi
, todos os pontos estao

o e i igualmente espacados

Ignacio Sebastidn Gomez UESB - Itapetinga
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Gomez, |. S., Portesi M., Lamberti P. W., Chaos (2017)

Inspirados na distancia estatistica de Wootters exploramos analiticamente e
numericamente a proposta de R. Johal (arXiv:chao-dyn/9804002):
o

d(z?,2%) = lim {probabilidade de visitar [z, z”] depois de n passos} =
n—oo

B

/:1 plx)dx

Seja I' = [0, 1] o espaco de fase, dividimos ele em M subintervalos iguais e dado

sendo p(z) a densidade invariante do mapa 1 = f(z,)

um z € [0, 1], consideramos zg, 1 = f(z0), T2 = f(f(w0)), ... .27 = fT (0).
A fragdo p; dos T estados que visitam o i-ésimo intervalo (i = 1,..., M) é
z, €[ L) r=0,1,...,T
pi = 7 lyy M)T ) — p(x;) quando T > M
M
p(x) = Z;pix[ixll’ﬁ)(l') densidade invariante numérica do mapa

M ¢
C(x) = Z ijX[i—l 7ﬁ)(x) cumulante numérica da densidade do mapa

M

i=1 j=1
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Resultados analiticos
Teorema 111.1 (Gomez Portesi-Lamberti, Chaos, 2017): Seja a relagdo de

equivaléncia # ~ 2P <= d(2*,2%) = 0 e seja p,(A) = [, p(x)dz a medida
invariante de p com A € [a, b]. Sao equivalentes:

e p(x) =0 em quase todo punto (q.t.p.) de (z*, 7).
ZA _ 7B
d(z%,2%) = 0.

7

°
(]
e C(x) é constante em [z4, 25].
°

Todo z € (x4, 25) é um ponto errante (wandering point).

‘ O conjunto de pontos errantes indica os estados que sempre estdo de passeio

O Teorema 1l1.1 caracteriza os ponto errantes em mapas discretos em termos da
métrica do mapa, ou equivalentemente da distribuicdo cumulante, o que pode ser
conectado com o caréter dissipativo do sistema
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oria da informa:

Resultados numéricos

wanderlng pomts

Rio <,
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The Ioglstlc map The circle map

K
a1 = 1x,(1 —x,) VneN, Ont1=0,+Q— Z—Sin (2m6,) Vne Ny
n

r=r.=3.56995, the onset of chaos and K=0 regular behavior

3.82843 the “Pomeau—Manneville scenario” and K=0 ergodic dynamics

r=4, the behavior is fully chaotic Q=0and K=3 fully chaotic
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Teoria da informagao

Métrica de Fisher: geometria da informagao (Gl)

Divergéncia de Kullback-Leibler (1951) entre duas distribui¢es p e ¢:
Dk r(pllg) = sz ln — (entropia relativa de p em relacio a q)

Duas distribuicdes p(6), p(6p) infinitesimalmente préximas uma da outra, em que
0,00 € R™ sdo vetores de pardmetros de modo que |0 — | =~ 0, satisfazem

p(6o) +E 907 1o

dlnp(z,0) dlnp(x,0)
(0 = /

80— D (p(O0)][p(6)) = 5 3054 (60) AP A0 +O(A6°)

gk

z,0)dr (métrica de Fisher)

€ um tensor métrico definido no espaco das distribui¢cSes de probabilidade
parametrizadas M, constituindo uma variedade estatistica:

M= {p(x,0):0 eR™, [p(x,0)dz =1, p>0} (ds2 = gjk(e)dﬁjdb'kJ

Ignacio Sebastidn Gomez UESB - Itapetinga VIII Ciclo de Seminérios do Curso de Fisica



Teoria da informagao

modelo Gaussiano bidimensional correlacionado de dimensionalidade mais baixa
1

o5 O (‘2(1 ) {(x A - Mm)yD

p(z,y; g, 0,7) =

o2 4

22

R(r=0)=-0.5 R(r=0.5)=-0.375 R(r=0.9)=-0.095

1
— 0
métrica de Fisher-Rao: 9ij (i, 0) = [ 0=
’ 0 o2(1—r2)
curvatura escalar: R=Rjig'! + Ropg??> = -1(1-r2) |, -1<r<1

Ignacio Sebastidn Gomez
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Teoria da informagao

Curvatura escalar em sistemas Hamiltonianos
(Gomez, I. S., Physica A 484, 117-131, 2017)

densidade de probabilidade na posicao do conjunto candnico dos osciladores

p (‘h« @2 Qro, 1/ keTo(Miw?) =1, T) =A (fho, V keTo(miw?)=T1, ?‘)

keTo [ (g1 — q10)? GkpTo(mod) ™" 2r(g) — q10)q2
x exp1—p—— 2y—1 4 - 2
2 kBTD(mla)l) ) x
kpTo vinculo entre as variaveis do macro-espaco e
= <

&/ MM @3

as variaveis macroscépicas
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Teoria da informagao

Mapeamento entre o modelo 2D correlacionado e a
densidade candnica, temperatura versus curvatura escalar

x,y) «<— (q1,q2)
Hx <> ‘ho

o <« JksTo(miw?)~!

To T
1= « BkeTo = — 1-r2=—
a-r Bslo =2 == 1-r =

T conexao entre a temperatura e a
2T, |curvatura escalar da variedade estatistica

Liouville densities
of the |:> statistical models
canonical ensemble @
_qua_dratic multivariate
Hamiltonian systems Gaussian distributions
Hessian matrix 5 tri
of the energy m
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Teoria da informagao

Losada M., Gomez I. S., Holik F., Physica A 532, 121806 (2019)

CURVATURA ESCALAR PARA UMA FAMILIA DE CUFSVATURA ESCALAR PARA UM CANAL
ESTADOS QUANTICOS QUANTICO TIPO "DUMPING"
_ 10)+[1)
ly) = 2

l¥) = al0) + bl1) ) v e
£(p) = AopAj + Ar1pA]

j (‘//)_l a* + 3b? ab
RS ab 3 +7h -1 a_(1 O A (0 P
o=\ o TP A=l Y
PP 6. 1sas1 (1=(1=pP) (VT=py
vy =9 agied ° —1=a= it poo + p11(1=(1—p = p)"po1
9 — 14a? + 6a* £ -
e ( (VT=B) 1o (1-p)on )
03 — o
-04 e oes
-0.5 i ]
w08/ e
078/ t A A oA
ot o == Poo = Eo(p) = 10)(0]
—o00f / \ ool
—1.0}/
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 =l
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Estatistica ndo extensiva, massa dependente da posigdo e dlgebras deformadas

Estatistica ndo extensiva: introducao

Possible Generalization of
Boltzmann—-Gibbs Statistics

Constantino Tsallis'

Received November 12, 1987, revision received March 8, 1988

With the use of a quantity normally scaled in multifractals, a generalized form
is postulated for entropy, namely S,=A[1-X1, p#l/(g—1), where geR
characterizes the generalization and { p;} are the probabilities associated with W
(microscopic) configurations (W e N). The main properties associated with this
entropy are established, particularly those corresponding to the microcanonical
and canonical ensembles. The Boltzmann-Gibbs statistics is recovered as the
g — 1 limit.

ADITIVIDADE: uma entropia S é aditiva se para dois sistemas A, B independentes
S(A+ B)=S(A)+ S(B)

w
it P?*l

T satisfaz
—q

Porém, a entropia de tsallis S; =

1—g¢
Su(A -+ B) = 5,(4)+ 54(8) + (T 1) 5,(0)5(B)
EXTENSIVIDADE: Dados N subsistemas Aj,..., Ay, uma entropia S é extensiva se

S(N)

0< lim T<oo S(N)x N quando N — oo

Ignacio Sel i UESB - Itapetinga VIII Ciclo de Seminérios do Curso de Fisica



Sistemas simples e sistemas complexos

Sistemas Simples: W (N) o« u¥ (1> 1)

correlagbes espaco-temporais de curto alcance

processos Markovianos (memdria curta), ruido aditivo

caos forte (maximo expoente de Lyapunov positivo), ergodicidade
equagdes de Fokker-Planck lineares/homogéneas, Gaussianas

dependéncias/decaimentos exponenciais, entropia de Boltzmann-Gibbs

Sistemas Complexos: W(N) o« N*  (p > 0)

correlagbes espaco-temporais de longo alcance

processos ndo Markovianos (memdria longa), ruidos aditivos e multiplicativos
caos fraco (méximo expoente de Lyapunov nulo), n3o ergodicidade

equacdes de Fokker-Planck n3o lineares/inhomogéneas, g-Gaussianas

dependéncias/decaimentos g-exponenciais (leis de poténcia), entropia .S,

Ignacio Sebastidn Gomez UESB - Itapetinga VIII Ciclo de Seminérios do Curso de Fisica



Estatistica ndo extensiva, massa dependente da posigdo e dlgebras deformadas

H Sistemas

‘ entropia Sga

‘ entropia S, (¢ < 1) H

interacOes de curto alcance

EXTENSIVA

NAO EXTENSIVA

interacdes de longo alcance

NAO EXTENSIVA

EXTENSIVA

g-logaritmo: In_x

1

l—¢q

1

g-exponencial: ¢, =[1+(1—¢) x|~

10}

W

N T

)

W, N?” (p>0)

(x>0; In x=Inx)

x X
(¢ =€)

W, =20

W, =50

W, =100

W, =1000
W, =100000

W, — o

u
m
i

=100
=1000
=100000

Ignacio Sebastidn Gomez
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Estatistica nao extensiva e estruturas associadas

Nio aditividade :  Sy(A+ B) = Sy(A) + So(B) + <%) Sy(A)S,(B)
B

gsoma: z@qy:=z+y+(1—q¢zy—x+y quando qg—0

Y-

g-produto: = ®qy = [ml_q +ytT— — 2y quando ¢ —0

L. Nivanen et al., RMP 52, 437-444 (2003) - E. P. Borges, Phys. A 340, 95-101 (2004)
g-algebra (Bq, OS¢, Rq, @q) € g-derivada D, f(z) = (1 + (1 — q)z)df /dx

Mapeamento entre oscilador harménico com derivada deformada e oscilador de
Morse mediante a transformacio canénica n = 2002 (4 — 1 _ ¢)

Y

L OY(x,  o? o 2z?
or - in Y (1502 00 ety 5110 2 Dt 1)+ ™ )
8 h2 82 2
OM: in P20 — 2o, 0) 4 (T = 100 0) . 6(0.8) = Uil 0

———=———=— = ~

Ignacio Sebastidn Gomez UESB - Itapetinga VIII Ciclo de Semindrios do Curso de Fisica



statistica ndo extensiva, massa dependente da posicdo e dlgebras deformadas

correspondéncia biunivoca entre massa dependente da posicao e derivada

deformada
g 5 o o
R <~ m(z) = 9@ g(z) = (1 + vyz)~ (q-dlgebra)

PHYSICAL REVIEW E 102, 062105 (2020)

Deformed Fokker-Planck equation: Inhomogeneous medium with a position-dependent mass

Bruno G. da Costa®,"” Ignacio S. Gomez®,>" and Ernesto P. Borges
Unstituto Federal de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia do Sertdo Pernambucano, Rua Maria Luiza de Araiijo Gomes Cabral s/n,
56316-686 Petrolina, Pernambuco, Brazil
Instituto de Fisica, Universidade Federal da Bahia, R. Barao de Jeremoabo s/n, 40170-115 Salvador, Bahia, Brazil

M| (Received 20 April 2020; revised 2 July 2020; accepted 30 October 2020; published 2 December 2020)

We present the Fokker-Planck equation (FPE) for an inhomogeneous medium with a position-dependent mass
particle by making use of the Langevin equation, in the context of a generalized deformed derivative for an
arbitrary deformation space where the linear (nonlinear) character of the FPE is associated with the employed
deformed linear (nonlinear) derivative. The FPE for an inhomogeneous medium with a position-dependent
diffusion coefficient is equivalent to a deformed FPE within a deformed space, described by generalized
derivatives, and constant diffusion coefficient. The deformed FPE is consistent with the diffusion equation for
inhomogeneous media when the temperature and the mobility have the same position-dependent functional form
as well as with the nonlinear Langevin approach. The deformed version of the H-theorem permits to express the
Boltzmann-Gibbs entropic functional as a sum of two contributions, one from the particles and the other from
the inhomogeneous medium. The formalism is illustrated with the infinite square well and the confining potential
with linear drift coefficient. Connections between superstatistics and position-dependent Langevin equations are
also discussed.
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Estatistica ndo extensiva, massa dependente da posigdo e dlgebras deformadas

Lagrangiana com massa dependente da posicdo m(z) e forca aleatéria R(t)

Lla i t) = %m(x)a’:Q U@ t) U t) = V() — 2R(t)

equacdo de Euler-Lagrange com fungad de Rayleigh Q de dissipacao

d(oLy oL 09 ! . Ao g
Ot or 0 2

equagao de movimento

m(x)E + %m’(m)i2 =-—m(z)\(z)t + F(x)+ R(t) , F(z)=-——

limite superamortecido (equacdo de Langevin) <= FPE linear deformada

F(z) + R(t) P, (x,t) ro
m(x)A(x) — ot = —Dy[A(2)Pq(z,t)] + §Dq77q(337t)

Pyle t) act<:>/77xtdxq /Pwt M
1+ye 2l
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Estatistica ndo extensiva, massa dependente da posigdo e dlgebras deformadas

(a)

1, P(x,1)

1.5

® LS5z © 15p7=
vi,=0 7,1, =020 71,=0.40
10 f/r=0.10 <10 t/r=0.10 =10 r=010
t/2=0.50 3 1/r=0.50 e 1/7=0.50
t/r=10 > tr=1.0 = tir=1.0
03 17 =20 03 17220 05 15 =20
17 =50 =50 t/r=50
00 0.0 .
%0 40 20 00 20 40 60 60 40 20 00 20 40 60 60 40 20 00 20 40 60
xfl
3

Xl

1 L
7,1,=0.20

»i=01 | hyper-difussdo exponencial

— 2
' T =1/(21)

Gomez
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Estatistica ndo extensiva, massa dependente da posigdo e dlgebras deformadas

entropia deformada e difusdo ndo homogénea van Kampen

/Pmtlnpxtdazq— /th {

P(z,1)
1+~yz)—?!

;| o=

= Sea — (In(1 + vyz)) = entropia de Boltzmann-Gibss + meio ndo homogéneo

b
o)

<o
[}

Stationary entropy

>
'

(b)

T ''''' - S
~‘s~~ /
SBG “"f
—(In (1+y x))

-

.0 02 04 06 08

7.5,

@)V ()Pl {u(:r)%[T(x)v/(x)P}} g =E =

1.0

T(x) p(x)

mo
140 m(x)
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entropias de grupo - Tempesta, Phys. Rev. E 84, 2011

S : P+ R junto com uma func¢do continua ®(x,y) é uma entropia de grupo se:

(I) the continuity of the functional S, [ p],
(IT) the maximum of S, is attained by the uniform distribution,
(III) S, is expandable to S, by adding events of zero probability,

(C1) Composability: If A and B are two statistically independent systems pro-
vided with probability distribution {p;}{_; and {g j}‘;’:l then S(A U B)
= ®(S(A), S(B)).

(C2) Symmetry: ®(x,y) = ®(y, x).

(C3) Associativity: ®(x, ®(y, z)) = P(d(x, y), 2).

(C4) Null-composability: ®(x,0) = x.

Grupo formal de Lazard (Bochner, S. Ann. Math. 47, 192-201, 1946)
®(z,y) = GG Hx) + G y)) = 2 Bg y = = + y + potencias maiores
Gt)=t+ >, ak% , logo(r) =G(Inx) , expg(r) = exp(G~1(z))

classes de entropias de grupo (Boltzmann-Gibbs, Tsallis e Kaniadakis)

exp((1—¢q)t) — 1
1—gq

exp(kt) — exp(—kt)

GBG(t) =t , Gq(t) = s Gﬁ(t) =

Ignacio Sebastidn Gomez UESB - Itapetinga VIII Ciclo de Semindrios do Curso de Fisica



Estatistica ndo extensiva, massa dependente da posigdo e dlgebras deformadas

G-soma: z®cy :=GG () +G '(y) — z+y quando G(t) =t
G-produto: = ®¢ y := expg(logs(z) + logs(y)) — zy  quando G(t) =t
1 df

G-dlgebra: (Bg,Sa¢,®a,@¢) e G-derivada : D¢ f(z) = G (@) dz

Letters in Mathematical Physics (2021) 111:43
https://doi.org/10.1007/511005-021-01387-0

ORIGINAL PAPER
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Algebraic structures and position-dependent mass
Schrodinger equation from group entropy theory

1

Ignacio S. Gomez' @ - Ernesto P. Borges'

Received: 24 February 2020 / Revised: 11 February 2021 / Accepted: 18 March 2021

© The Author(s), under exclusive licence to Springer Nature B.V. 2021

Abstract

Based on the group entropy theory, in this work, we generalize the algebra of real
numbers (referred to as G-algebra) along with its associated calculus, thus obtaining
the algebraic structures corresponding to the Tsallis and the «-statistics. From a G-
deformed translation operator, we obtain its associated Schrodinger equation, that
corresponds to a particle with an effective position-dependent mass determined by
the G-algebra. The g-deformed (standard) Schrodinger equation results in a special
case for the Tsallis (Boltzmann—Gibbs) group class. We illustrate the results with the
one-dimensional potential well for the « and the Tsallis classes and we obtain a family
of potentials associated with the group entropy classes by first principles.
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Quantum structure G-quantum structure

Conjugated operators X, p G-deformed operators X, PG
fe=G"1%)
pe = ${G' (G, p)

[, p] = ihi [fc. pc] =ihi

Schrodinger equation G-Schrodinger equation

0w _ R a’w 300G _ K 2

ingy = — T g L Ve iR258 = — S DL G + Vg

The G-eigenfunctions are
w (xg) = AG.n Sin(kG,,lxc;) iff 0<xg <Lg
GG =19 iff xg > Lg
Egn = W (kg.n)?/2mo = WPn*7? [2moG~1(L)?,

2 . 1 —1 »
) — {0/W51n(nnc /G iff 0<x <L

iff x > L.

(romw)6(fe W) o (e w)
0.6(-c'w).¢(Zew).....a(—cw).L
n n n

0, 5G(Lg/n), ®5G(Lg/n), ..., &L 'G(Lg/n), ®5G(Lg/n)
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Propostas em aberto/andamento

Propostas em aberto/andamento

1) Distéancias estatisticas em mapas bidimensionais utilizando a densidade
invariante p(x,y): Como definir C(x,y)?

Tpal = Tp + Ksinz, (mapa de Chirikov)

Pn+1 = Tn +pn

2) Estudar a curvatura escalar do oscilador quértico classico (em aberto)

»?
H =" +bz* + ka?®
2m

3) Equagdes mestras com estruturas deformadas (enviado a Communications
in Nonlinear Science and Numerical Simulation e parcialmente aceito)

Pzt + Al) = pP (2 + (+a)x, 1) + (1 = p)P(z + (=), 1)

4) Estudar equacdes relativisticas (Dirac, KG, DKP) com entropias de
grupo (em aberto)
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Conclusoes

Distancias estatisticas utilizadas em mapas discretos permitem
distinguir entre regimes regulares e cadticos

A curvatura escalar é uma grandeza geométrica que pode
caracterizar transi¢oes de fase e familias de estados quanticos

Derivadas lineares deformadas, massas dependentes da posicdo e
nao homogeneidades sao conceitos intimamente ligados

As estruturas deformadas fornecem um formalismo para
generalizar conceitos fisicos/matematicos em que os parametros
de deformac3o caracterizam de maneira continua as corregdes
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