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Passeio aleatório Preliminares

Passeio aleatório: um pouco de história

O poema De rerum natura (Sobre a natureza das coisas), obra didática sobre os
prinćıpios e a filosofia do epicurismo do filósofo e poeta romano Tito Lucrécio
Caro (94 a.C. - 50 a. C.) cita:

“Os átomos movem-se num infinito vazio.
O universo é composto de átomos e vazio, nada mais.

Devido a sermos compostos de uma sopa de átomos em constante movimento.
As formas de vida neste mundo e nos outros estão em constante movimento,

incrementando a potência de umas formas e diminuindo a de outras.
Os sentimentos percebem as colisões macroscópicas e interacções dos corpos”
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Passeio aleatório Preliminares

Movimento Browniano

Em 1827 o biólogo escocês Robert Brown observou que part́ıculas encontradas em grãos
de pólen na água moviam-se através da água, com movimentos por “vontade própria”

Em 1905, Albert Einstein em sua tese de doutoramento publicou a primeira teoria do
movimento Browniano, obtendo Γ = RT/(6πaηNA) para o coeficiente de difusão

Em 1908, o f́ısico francês Paul Langevin definiu o movimento Browniano

dv

dt
= ηv + ξ(t) , η = coeficiente de viscosidade , ξ(t) = força aleatória
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Passeio aleatório Preliminares

Descrições determińıstica e probabiĺıstica

Suponhamos a dinâmica discreta de um sistema em uma dimensão, em que
X0, X1, X2, . . . , Xn, . . . representam as posições de uma part́ıcula nos instantes
t = 0, 1, 2, . . . , n, . . .. Isto, por exemplo, permite modelar o movimento Browniano

descrição determińıstica (eq. Hamilton) =⇒ descrição probabiĺıstica (eq. mestra)

MECÂNICA DA PARTÍCULA =⇒ MECANICA ESTATÍSTICA

(x1(t), . . . , xN (t), p1(t), . . . , pN (t)) =⇒ P (x, t) distribuição do sistema

em que P (x, t) é a densidade de probabilidade do sistema estar na posição x no
instante t
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Passeio aleatório Preliminares

Definição de passeio aleatório clássico (clássico)

Probabilidade de dar um passo i-ésimo Xi = 1 ou Xi = −1:

P (Xi = +1) = p , P (Xi = −1) = 1− p

O valor esperado (média) e a variância no i-ésimo passo são

E(Xi) = (+1)p+ (−1)(1− p) = 2p− 1

V (Xi) = (1− (2p− 1))2p+ (−1− (2p− 1))2(1− p) = 4p(1− p)

Vemos que para o caso particular de um RW simétrico ou padrão (p = 1/2) temos

P (Xi = ±1) = 1/2 , E(Xi) = 0 , V (Xi) = 1
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Passeio aleatório Preliminares

Triângulo de Pascal para p = 1/2 e n = 5

k −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
P (S0 = k) 0
2P (S1 = k) 1 1
22P (S2 = k) 1 2 1
23P (S3 = k) 1 3 3 1
24P (S4 = k) 1 4 6 4 1
25P (S5 = k) 1 5 10 10 5 1
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Passeio aleatório Preliminares

Trajetórias do RW - Homogeneidade

Sn = X1 +X2 + . . .+Xn =

n∑
i=1

Xi (posição depois de n passos)

código Mathematica: ListLinePlot[Accumulate[RandomChoice[-1, 1, 100]], Frame → True,
FrameLabel → Style[“number of steps”, FontSize → 18, Black], Style[“position of walker”,
FontSize → 18, Black], LabelStyle → Directive[Black, FontSize → 16], PlotStyle → Black]
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Passeio aleatório Preliminares

Conexão do passeio aleatório com a equação de difusão

A equação mestra para P (x, t) em uma rede unidimensional de parâmetro a é

P (x, t+∆t) = pP (x+ a, t) + (1− p)P (x− a, t)

para p = 1/2 no limite a → 0 e ∆t → 0 a partir das aproximações

P (x± a, t) ≈ P (x, t)± a
∂P

∂x
+

a2

2

∂2P

∂x2
, P (x, t+∆t) ≈ P (x, t) + ∆t

∂P

∂t

obtem-se a equação de difusão (Fokker-Planck equation, FPE) de P (x, t)

∂P (x, t)

∂t
= Γ

∂2P (x, t)

∂x2
, Γ =

a2

2∆t
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Passeio aleatório Preliminares

Solução da equação de difusão (caso livre)
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P (x, t) =
1√
2πΓt

e−
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2Γt , ⟨x(t)⟩ = 0 , ⟨x(t)2⟩ = Γt , τ =
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l20
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Passeio aleatório deformado Estat́ıstica não extensiva: motivações

Estat́ıstica não extensiva: introdução

ADITIVIDADE: uma entropia S é aditiva se para dois sistemas A,B independentes

S(A+B) = S(A) + S(B)

Porém, a entropia de tsallis Sq =
∑W

i=1 p
q
i−1

1−q
satisfaz

Sq(A+B) = Sq(A) + Sq(B) +

(
1− q

kB

)
Sq(A)Sq(B)

EXTENSIVIDADE: Dados N subsistemas A1, . . . , AN , uma entropia S é extensiva se

0 < lim
N→∞

S(N)

N
< ∞ S(N) ∝ N quando N → ∞
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Passeio aleatório deformado Estat́ıstica não extensiva: motivações

Estat́ıstica não extensiva e estruturas associadas

Não aditividade : Sq(A+B) = Sq(A) + Sq(B) +

(
1− q

kB

)
Sq(A)Sq(B)

q-soma: x⊕q y := x+ y + (1− q)xy −→ x+ y quando q → 0

q-produto: x⊗q y := [x1−q + y1−q − 1]1/(1−q) −→ xy quando q → 0

L. Nivanen et al., RMP 52, 437-444 (2003) - E. P. Borges, Phys. A 340, 95-101 (2004)

q-álgebra (⊕q,⊖q,⊗q,⊘q) e q-derivada Dqf(x) = (1 + (1− q)x)df/dx

Mapeamento entre oscilador harmônico com derivada deformada e oscilador de
Morse mediante a transformação canônica η = ln(1+γx)

γ
(γ = 1− q)

OH : iℏ∂ψ(x, t)
∂t

= −(1+γx)2
ℏ2

2m

∂2

∂x2
ψ(x, t)−γ(1+γx) ℏ

2

2m

∂

∂x
ψ(x, t)+

mω2x2

2
ψ(x, t)

OM : iℏ∂ϕ(η, t)
∂t

= − ℏ2

2m

∂2

∂η2
ϕ(η, t) +

mω2

2γ2
(eγη − 1)2ϕ(η, t) , ϕ(η, t) = ψ(x(η), t)
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Passeio aleatório deformado Estat́ıstica não extensiva: motivações

correspondência biuńıvoca entre massa dependente da posição e derivada
deformada

Tg =
g(x)

2m0

∂2

∂x2
⇐⇒ m(x) =

m0

g(x)
, g(x) = (1 + γx)2 (q-álgebra)
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Passeio aleatório deformado Deformando o RW

Deformando o RW (PRE, 2023)
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Passeio aleatório deformado Deformando o RW

Passeio aleatório no espaço deformado

Probabilidade de dar um passo i-ésimo (Xi)q = (+1)q ou (Xi)q = (−1)q no
espaço deformado xq:

P ((Xi)q = (+1)q) = p , P ((Xi)q = (−1)q) = 1− p

sendo

(±1)q =
1

γq
ln(1± γq) , xq =

1

γq
ln(1 + γqx)

A posição deformada (Sn)q definida por

(Sn)q = (X1)q + (X2)q + . . .+ (Xn)q =

n∑
i=1

(Xi)q

Daqui surge a pergunta: Qual é a estrutura do passeio aleatório Xi

correspondente ao passeio aleatório deformado (Xi)q?

(Xi)q 7→ Xi , xq =
1

γq
ln(1 + γqx) 7→ x
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Passeio aleatório deformado Deformando o RW

Estrutura do passeio aleatório no espaço padrão x

Propriedade: Dados x, y números reais, a q-soma x⊕q y = x+ y + γqxy satisfaz

xq + yq = (x⊕q y)q

Logo,

(Sn)q = (X1)q + (X2)q + . . .+ (Xn)q =⇒ Sn = X1 ⊕q X2 ⊕q . . .⊕q Xn

sendo

Sn = X1 ⊕q X2 ⊕q . . .⊕q Xn =
eγq(

∑n
i=1(Xi)q) − 1

γq

S1 = X1

S2 = X1 +X2 + γqX1X2

. . . = . . .

Sn =

n∑
i=1

Xi + γq

n∑
i<j

XiXj + γ2
q

n∑
i<j<k

XiXjXk + . . .

O parâmetro de deformação γq apresenta-se como correções perturbativas γi
q
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Passeio aleatório deformado Deformando o RW

Triângulos de Pascal RW e DRW

Triângulo de Pascal RW com p = 1/2 e n = 5

k −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
P (S0 = k) 0
2P (S1 = k) 1 1
22P (S2 = k) 1 2 1
23P (S3 = k) 1 3 3 1
24P (S4 = k) 1 4 6 4 1
25P (S5 = k) 1 5 10 10 5 1

Triângulo de Pascal DRW com p = 1/2, n = 5 e γq = 1/2

0
-1 1

-1.5 (1) -0.5 (2) 2.5 (1)
-1.7 (1) -1.2 (3) 0.2 (3) 5 (1)
-1.9 (1) -1.6 (4) -0.9 (6) 1.4 (4) 8.1 (1)

-1.9 (1) -1.8 (5) -1.4 (10) -0.3 (10) 3.1 (5) 13.2 (1)
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Passeio aleatório deformado Deformando o RW

Trajetórias do DRW - Inomogeneidade

Sn = X1 ⊕q X2 ⊕q . . .⊕q Xn =
eγq(

∑n
i=1(Xi)q) − 1

γq
(posição depois de n passos)

código Mathematica: ListLinePlot[f[Accumulate[RandomChoice[g[-1], g[1], 100]]],
k[Accumulate[RandomChoice[h[-1], h[1], 100]]], Table[k, 2*(Exp[-(0.5) k] - 1), k, 0, 100],
Table[k, -2*(Exp[-(0.5) k] - 1), k, 0, 100], PlotStyle → Dashed, Blue, Dashed, Red, Blue, Red,
Frame → True, FrameLabel → Style[“number of steps”, FontSize → 18, Black], Style[“position
of walker”, FontSize → 18, Black], LabelStyle → Directive[Black, FontSize → 16], PlotLegends
→ “0.5”, “-0.5”, “exp”, “exp”]
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Passeio aleatório deformado Deformando o RW

Teorema de convergência para DRW

Intuitivamente, vemos que as trajetórias do passeio aleatório deformado
satisfazem assintóticamente

dX

dt
≈ 1− |γq|X , X(0) = 0

cuja solução X(t) = (e−|γq|t − 1)/γq é observada já após n=100 passos

Theorem: (convergência unidimensional do DRW)
Let f+, f− : R → R be the functions f+(x) = x⊕q 1 = x(1 + γq) + 1 and
f−(x) = x⊕q (−1) = x(1− γq)− 1. Let Xn be the position of the walker at
instant t = n. Then,

(i) Xn+1 = f+(Xn) or Xn+1 = f−(Xn) for all n ∈ N.
(ii) If |γq| < 1 then limn→∞ Xn = −γ−1

q .
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Passeio aleatório deformado Equação mestra deformada e distribuição de probabilidade deformada

Passeio aleatório deformado e equação de difusão
deformada

A equação mestra para Pq(xq, t) em uma rede de parâmetro aq no espaço xq é

P(x, t+∆t) = pP(x+ (+a)q, t) + (1− p)P(x+ (−a)q, t)

para p = 1/2 no limite a → 0 e ∆t → 0, a partir de (±aq) ≈ ±a e de

P(xq+(±a)q, t) ≈ P(xq, t)+(±a)qDqP+
(±a)2q

2
D2

qP , P(xq, t+∆t) ≈ P(xq, t)+∆t
∂P
∂t

obtem-se a equação de difusão deformada (DFPE, PRE da Costa et al. (2020))

∂P(xq, t)

∂t
= ΓD2

qP(xq, t) , Γ =
a2

2∆t
, Dqf(x) = (1 + γqx)

df

dx
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Passeio aleatório deformado Equação mestra deformada e distribuição de probabilidade deformada

Estrutura da equação de difusão deformada

∂P(xq, t)

∂t
= ΓD2

qP(xq, t) , Γ =
a2

2∆t
, Dqf(x) = (1 + γqx)

df

dx
é equivalente a

∂P

∂t
= Γ

∂

∂x
(1 + γqx)

∂

∂x
(1 + γqx)P (x, t) (van Kampen diffusion)

com as relações

P (x, t) =
P(xq, t)

1 + γqx
, 1 =

∫
P (x, t)dx =

∫
P(xq, t)dxq

Assim, a solução de difusão livre homogênea no espaço deformado xq

P(xq, t) =
1√
2πΓt

exp

(
−

x2
q

2Γt

)
corresponde a difusão livre não homogênea no espaço x dada por

P (x, t) =
1

1 + γqx

1√
2πΓt

exp

(
− ln2(1 + γqx)

(2Γt)γ2
q

)
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Passeio aleatório deformado Equação mestra deformada e distribuição de probabilidade deformada

Tempos longos (t → ∞) solução estacionária
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Ps(x) = δ(x+ 1/γq) com x > −1/γq (γq > 0) ou x < −1/γq (γq < 0)
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Passeio aleatório deformado Equação mestra deformada e distribuição de probabilidade deformada

MSD (mean standard deviation) - desvio padrão médio

⟨(∆x)2(t)⟩ = ⟨x2(t)⟩ − ⟨x(t)⟩2 =
e2Γtγ

2
q − eΓtγ

2
q

γ2
q
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Passeio aleatório deformado Equação mestra deformada e distribuição de probabilidade deformada

Comparação RW-DRW

propriedade passeio aleatório passeio aleatório deformado

triângulo de Pascal simetria ao redor de x = 0 asimetria
aleatoriedade sim não

limite assintótico não Xn → −1/γq
Sn X1 + . . .+Xn+ X1 ⊕q . . .⊕q Xn

memória não não
equação de difusão ∂tP (x, t) = Γ∂xxP (x, t) ∂tP(xq, t) = ΓD2

qP(xq, t)

solução estacionária constante ≈ 0 Ps(x) = δ(x+ 1/γq)

MSD ⟨(∆x)2(t)⟩ Γt e
2Γtγ2

q−e
Γtγ2

q

γ2
q

tipo de difusão linear exponencial
tempo caracteŕıstico ∞ τ = 1/(γ2

qΓ)

localização não x = −1/γq
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Estat́ıstica não extensiva: motivações
Deformando o RW
Equação mestra deformada e distribuição de probabilidade deformada

3 Conclusões e perspectivas

Ignacio Sebastián Gomez UESB - Itapetinga IX Ciclo de Seminários do Curso de F́ısica 28 / 31



Conclusões e perspectivas

Considerações finais

1 Uma supressão de aleatoriedade é observada para o DRW com |γq| < 1
refletida na convergência de qualquer trajetória começando em X = 0, sendo
o limite assintótico x = −1/γq.

2 A convergência exponencial das trajetórias do DRW são consequência da
q-deformação utilizada.

3 A equação mestra do DRW implica uma equação de Fokker-Planck
deformada que resulta um caso particular da equação inomogênea de difusão
de van Kampen.

4 Uma localização e um tempo caracteŕıstico finito resultam dependentes do
parâmetro de deformação γq, recuperando-se o caso padrão para deformação
nula.

5 Outras deformações poderiam ser empregadas para gerar outros DRW, como
por exemplo a deformação da álgebra de Kaniadakis herdada da estat́ıstica de
Kaniadakis.
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