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Abordagens Modernas

Efeito Memória
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Origens do Cálculo

Newton: 1666-1669
Leibiniz:1675-1676
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dny
dxn =? L’Hôpital [1695]
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L.Euler [1730]

”Quando n for um inteiro positivo e f seja alguma função de x , a
razão dnf /dxn pode sempre ser expressa algebricamente. Isso
pode ser facilmente entendido no caso inteiro, contudo não é
evidente no caso se n é uma fração. Contudo com aux́ılio de
extrapolação acredito que o tema possa ser analisado.”
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? Lagrange [1772]

Indiretamente ajudou com sua lei dos expoentes

dm

dxm
· d

n

dxn
=

dm+n

dxm+n
(1)

- Mais modernamente não usa-se do ponto, pois não estamos
fazendo multiplicação aqui.
- Mais tarde, outros matemáticos ficaram intrigados na
generalização desta regra para expoentes arbitrários.
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Áreas de Aplicação

Lacroix [1819]

Em 1819 Lacroix expressou a n−ésima derivada para uma função
do tipo y = xm em que (n ≤ m):

dny

dxn
=

m!

(m − n)
xm−n =

Γ(m + 1)

Γ(m − n + 1)
xm−n. (2)

O que permitiu escrever para m = 1, n = 1/2 ,

d1/2y

dx1/2
=

2
√
x√
π
. (3)

onde :

Γ(a) =

∫ ∞
0

ta−1e−tdt (4)
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Fourier [1822]

O próximo a fazer menção a derivadas fracionais foi Joseph Fourier
em 1822. Sua definição para operações dessa natureza envolviam a
representação integral de f (x).

f (x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f (a)da

∫ ∞
−∞

cos p(x − a)dp , (5)

e como, para n inteiro:

dn

dxn
cosp(x − a) = pncos

[
p(x − a) +

nπ

2

]
(6)

trocando para n = u fracionário

du

dxu
f (x) =

1

2π

∫ ∞
−∞

f (a)da

∫ ∞
−∞

pucos
[
p(x − a) +

uπ

2

]
dp (7)
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Abel [1823]

Abel foi o primeiro que utilizou o formalismo para resolver uma
equação integral que surge na formulação do problema da
tautócrona

k =

∫ x

0
(x − t)−1/2f (t)dt . (8)

Abel estudou equações integrais com núcleos do tipo (x − t)α. Tal
equação, exceto pelo fator multiplicativo 1/Γ(1/2), é um caso
particular de uma integral definida que estabelece a integração
fracional de ordem 1/2. Abel escreveu o lado direito da equação
como: √

π[d−1/2/dx−1/2]f (x), (9)
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então ele opera ambos os lados com d−1/2/dx−1/2 para obter

d1/2

dx1/2
k =
√
πf (x), (10)

onde fica claro que por causa da propriedade
D1/2D−1/2f = D0f = f . E ao calcular a derivada fracional de k
determinamos f (x), ressalva que nem sempre a derivada fracional
de uma constante é zero.
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Liouville [1832]

Ponto de partida: 1

Dmeax = ameax ,m ∈ N , (11)

derivadas de ordem arbitrária

Dνeax = aνeax , ν ∈ Q (12)

Idéia:

f (x) =
∞∑
n=0

cn e
anx ,Re an > 0

Dν f (x) =
∞∑
n=0

cna
ν
n e

anx . (13)

1The Fractional Calculus Theory and Applications of Differentiation and
Integration to Arbitrary Order K.B. Oldham and J. Spanier (1974)
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Abordagens Modernas

Efeito Memória
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Liouville Segunda Abordagem

nessa abordagem ele considerou a integral

I =

∫ ∞
0

ua−1e−xudu , x = ut

I = x−a
∫ ∞
0

ta−1e−tdt

x−a =
I

Γ(a)

Dνx−a =
(−1)ν

Γ(a)

∫ ∞
0

ua+ν−1e−xudu

Dνx−a =
(−1)νΓ(a + ν)

Γ(a)
x−a−ν (14)
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Grünwald [1867] e Letnikov [1868]
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Prelúdio para a definição de Riemann-Liouville

Seja f (x) uma função cont́ınua na linha real, podemos então
definir a integral:

D−1f (x) =

∫ x

a
f (t)dt

D−2f (x) =

∫ x

a

∫ t2

0
f (t1)dt1dt2 =

∫ x

a
f (t1)

∫ x

t1

dt2dt1

=

∫ x

a
f (t1)(x − t1)dt1 . (15)

Então mais genericamente
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D−3f (x) =
1

2

∫ x

a
f (t)(x − t)2dt

D−4f (x) =
1

2 · 3

∫ x

a
f (t)(x − t)3dt

D−5f (x) =
1

2 · 3 · 4

∫ x

a
f (t)(x − t)4dt

... =
...

D−nf (x) =
1

(n − 1)!

∫ x

a
f (t)(x − t)n−1dt

aIx
nf (x) = aDx

−nf (x) =
1

Γ(n)

∫ x

0
f (t)(x − t)n−1dt

(16)
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Origem da Definição de Riemann-Liouville

1869

1892 G.F.B.Riemann”Versuch Einer Allgeimenein Auffasung Der
Integration und Differentiation Gesammelte Werke pp 353-366”

cDx
−ν f (x) =

1

Γ(ν)

∫ x

c
f (t)(x − t)ν−1dt + Ψ(x) ,

cDx
−µ

cDx
−ν f (x) = cDx

−µ−ν (17)

c 6= c
′

(18)
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1869

N.Ya. Sonin ”On differentiation with arbitrary index Moscow
Matem. Sbornik 6(1), 1-38 ”

Dnf (z) =
n!

2πi

∫ x

a

f (ζ)

(ζ − z)n+1
dζ ,

(19)

1869-1872

A.V.Letnikov ”An explanation of the main concepts of the theory
of differentiation of arbitrary index Moskow Matem. Sbornik 6,
413-445”
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1884

H. Laurent ”Sur le calcul des dérivées à indices quelconques
Nouv. Annales de Mathematiques 3(3), 240-252”

Teoria generalizada de operadores
D = d/dx ,D2 = d2/dx2 · · · ,Dα = dα/dxα · · ·
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Riemann-Liouville [1832]

cDx
−ν f (x) =

1

Γ(ν)

∫ x

c
f (t)(x − t)ν−1dt ,

(20)

c = −∞→ definição de Liouville
c = 0→ definição de Riemann (mais comum)
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Semi-grupo

c Ix
µ
c Ix

ν = c Ix
µ+ν

cDx
−µ

cDx
−ν f (x) = cDx

−µ−ν (21)
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Integral de RL com f (x) = C

0Dx
−1/2[C ] =

1

Γ(1/2)

∫ x

0
C (x − t)−1/2dt

0Dx
−1/2[C ] =

C√
π

∫ x

0
(x − t)−1/2dt

0Dx
−1/2[C ] =

2C
√
x√

π
(22)
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Integral de RL com f (x) =
√
x
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Integral de RL com f (x) = xµ

0Dx
−ν [xµ] =

1

Γ(ν)

∫ x

0
(x − t)ν−1tµdt

0Dx
−ν [xµ] =

1

Γ(ν)

∫ x

0

(
1− t

x

)ν−1
tµxν−1dt

0Dx
−ν [xµ] =

1

Γ(ν)

∫ x

0
(1− u)ν−1 (xu)µxν−1xdu , t = ux

0Dx
−ν [xµ] =

1

Γ(ν)
xµ+ν

∫ 1

0
(1− u)ν−1 uµdu

0Dx
−ν [xµ] =

1

Γ(ν)
xµ+νB(µ+ 1, ν)

0Dx
−ν [xµ] =

Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)
xµ+ν

(23)
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Derivada Riemann-Liouville

aDx
αf (x) =

1

Γ(α)

(
d

dx

)∫ x

a
f (t)(x − t)α−1dt ,

xDb
αf (x) =

1

Γ(α)

(
− d

dx

)∫ b

x
f (t)(t − x)α−1dt .

(24)
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Derivada de RL com f (t) = C

0Dx
1/2[C ] =

1

Γ(1/2)

(
d

dx

)∫ x

0
C (x − t)−1/2dt

0Dx
1/2[C ] =

C√
π

(
d

dx

)∫ x

0
(x − t)−1/2dt

0Dx
1/2[C ] =

C√
π

(
d

dx

)
[2
√
x ]

0Dx
1/2[C ] =

C√
π x

(25)
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C = 1
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Definição de Caputo [1967]

aDx
αf (x) =

1

Γ(α)

∫ x

a
f
′
(t)(x − t)α−1dt ,

xDb
αf (x) = − 1

Γ(α)

∫ b

x
f
′
(u)(t − x)α−1dt .

(26)

C. Godinho O Cálculo Fracionário e Algumas Aplicações



Primeiras Abordagens Históricas
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Efeito Memória

1974

Qual o significado f́ısico?

Interpretações

Talvez a mais útil seja o conceito de núcleo de memória ou efeito
memória. Quando a resposta (sáıda) para cada tempo t depende
somente do tempo inicial (entrada), dizemos que tais sistemas são
sem memória.

Porém

Quando a resposta depende dos tempos prévios, dizemos que o
sistema tem memória.
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As derivadas usuais possuem natureza local, enquanto as derivadas
fracionais possuem natureza não local.

0I
α
t f (t) =

1

Γ(α)

∫ t

0
f (τ)(t − τ)α−1dτ

0I
α
t f (t) =

∫ t

0
f (τ)dgt(τ) (27)

onde:

gt(τ) =
1

Γ(α + 1)
{tα − (t − τ)α}
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C. Godinho O Cálculo Fracionário e Algumas Aplicações



Primeiras Abordagens Históricas
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Métodos Variacionais

S =
1

Γ(α)

∫ b

a
L(t, aDt

βq, tDb
γq)(t − τ)α−1dτ

δS = 0
∂L

∂q
+

1

(t − τ)α−1

[
tDb

β

(
∂L

∂(aDt
βq)

(t − τ)α−1
)]

+

+
1

(t − τ)α−1

[
aDt

β

(
∂L

∂(tDb
βq)

(t − τ)α−1
)]

= 0

(28)
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β = γ = 1

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
−
(
α− 1

t − τ

)
∂L

∂q̇
= 0

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
− ∂F
∂q̇

= 0 (29)
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Aplicações

1)Hereditariedade de materiais: Viscoelasticidade
2)Difusão em meios porosos
3)Meios Fractais
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Outras Definições
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