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e “Kepler Harmonies” and conformal symmetries
[Zhang, Cariglia, Elbistan, Gibbons, Horvathy]

e |. Kepler, “loannis Keppleri Harmonices mundi libri V.”
Linz, (Austria): Johann Planc, 1619, p. 189: “...proportio
gua est inter binorum quorumcunque Planetarum
tempora periodica, sit praecise sesquialtera proportionis
mediarum distantiarum ...” (the proportion between the
periodic times of any two planets is precisely the
sesquialternate proportion [i.e., the ratio of 3:2] of their
mean distances...).



INTRO

e Lassimetrias de escala x — 1%, t — 1t son muy
importantes en fisica:

e hydrodinamica, mecanica clasica, renormalizacion,
termodinamica, transiciones de fase, fendmenos criticos,
CFT (Landau)

e Puede usarse el teorema de Noether para este tipo
de simetrias?

e (Cual es la cantidad conservada?




e Teorema de Noether Generalizado arXiv:1903.05070
(Zhang, Elbistain, Horvathy, Kosinsky)
e Soluciéon formal (H-))
e Teorema lnverso?
e Generador de la simetria? (6g = {q,G},6p = {p,G})
e Interpretacion fisica



e Las simetrias de escala, NO son simetrias de la accidn
S = [ Ldt
e simetrias de las ECUACIONES DE MOVIMIENTO!
(Simetrias NO-NOETHERIANAS)

KEPLER

e Kepler:x — 2%x, t - A3t
(

m dq , mM 5
L= Lkepier

Iql
) d ) !
QKepler = maq — 3tE — S(1) S = /0 drt Lkepler

e S—>AS, A=1



SIMETRIAS DE LAS
-CUACIONES DE MOVIMIENTO

A cada simetria infinitemismal
5¢ =4 () -4 1),  St=1—1
le asociamos una simetria de la forma
Ag' =8¢ — 't

e Aq' =1'(q,q,1) es una simetria de las ecuaciones de
movimiento si

i -F(./,n=0 <= ¢ -F@.4.0=0,



SIMETRIAS DE LAS
-CUACIONES DE MOVIMIENTO

e Notacion

d ;0 ;0 0
—=Fr-—+qg—+
dt aq' dqt ot
e Toda simetria de las ecuaciones de movimiento
satisface esta relacion (Aq' = 7')
dd; OF d . OF .
——n - —n =0
dt dt o di og
e En particularsi A¢’ = ag’ — bg't

d d oF"

OF"

l. y d, e
Ea(aq —bq'1) 0 dt(aq] bq't) o (ag —bg't) =0
e a=1,b=2implica F homogenea de grado -3
oFt . .
-q = —=3F'
oq 4

e Conformal Mechanics < »



TEOREMA DE NOETHER
GENERALIZADO (ZEHK)
e (Consideremos un mapeo infinitesimal de escala

anisotrépico generico

qi 5 )4 i, f— ﬂbl‘

la transformacion infinitesimal
Ad =aq - bg't,
cambia la funcién Lagrangiana en la forma

d
AL = A(a,b)L(q, q,1) + d—j;

C, = Z;.(aqi — bift) - f — AS(D)

donde S(¢) es la accion Lagrangiana

= [La



Es cierto que C, es una constate de movimiento

dC;

dt
usando la version Lagrangiana de la ec. de Hamilton-
Jacobi [Landau]

=0

ds
o= L
que implica i
d oL . Y dG
dt(aqi(aq] —bg't)—f) = 7 AL

— G-AS~C



e Usando el teorema inverso de Noether: danda una
constante de es posible construir una simetria de

Noether dada por

5q = wii 9€

o
e Encontramos un resultado interesante: Aplicando
este teorema a la cantidad conservada asociada a la

simetria de escala obtenemos
- . 0C
Agd = W' —
oq'
e Es de Noether por construccion.

e NO eslasimetria de escala!
e | asimetria de escala es




prueba: calculamos

96 _ 9 L g —bifn)-p)
of o o
Para una simetria de escala
f=—Lét
Por tanto
a—G. = Wii(aq' — bg't)

of



e Lanueva simetria Ag' produce otra constante de
movimiento usando el teorema de Noether.

e La constante de movimiento C; puede escribirse en la
forma

Cs = ¢'(0)¢ (0)
conjunto completo de datos iniciales!



EXTENSION VERTICAL
e Es un formalismo variacional que UNIFICA las
simetrias de las ecuaciones de movimiento con simetrias
variacionales (L).
e Extender el espacio
(ql,ql)_>(ql,'ql,nl,;;ll)
e p campos de Jacobi
e Nuevos grados de libertad '

e [Espacio tangente de dim 2d a espacio tangente de
dim 4d

e Proyeccion a espacio tangente de 2d Lagrangiano
cuando ' = 8¢’



Definicion:
oL .; , OL ,
—1 2/
aql aql
Otra forma equivalente para y es

- d (oL .
= —n'(EMY(L — -n',
y = —n (EM; (L)) + dr<5q1”>
donde EMY(L) son las ecs. de Euler-Lagrange asociadas al

Lagrangiano L

¥(q,n,q,n) =

d oL oL
! dt o4  0q' '




La variacion infinitesimal de y es

i q i n d(dyr  ; O
Ay = =Aq (EM;(y)) — A (EM; () + | —5Aq + —- Ay
dt oG o
donde
0 0
EMIpy = 4
dt aﬂl a;/]l

son las ecs. de movimiento asociadas al Lagrangiano L, y
EM?(y) son las ecs. de Jacobi

Wii(g, ¢ DY + Nij(q, ¢, Oif + M;i(q.q,Dn = 0,



e DEFINICION DE SIMETRIA EN EXTENSION VERTICAL
e OBSERVACION: escalamiento en y = escalamiento en

Lagrangiano L CONDICION SOBRE A,g’ para ser
SIMETRIA de la funcién Lagrangiana

d
AsL = A(a,b)L — E(L&)'

Ansatz para el espacio vertical:
Ayg' =aq —bi't, A’ =an' — bif't.
CONDICION SIMETRIA de y:

d
Asy = Ma, b)y — E(V&),
con A(a,b).



1-IDENTIDAD
Ayy = —Asq' (EM](n)) — A" (EM] (n)+

d{ o . 0 .
y. Asql + —}/.Asﬂl .
dt aql anl

2- SIMETRIA
. d { oL . d
AS =A N - ZEMQL I . : - T .
y =Aa b)( i (EM; ( ))+dt<aq,n>> 5 (7o)
1=2—
i i d(oy , i o, ;
—Ayq'(EM] (7)) — Agn (EM?(y))+—< —Asq' + ,Am) -
dt o o
. d oL . d
Ala,b) | ="' (EMY(L) + —(—n") | = — (y50).
(a, )( n (EM; ( )+dt(aé]ln)> 4z 7o)



o CANTIDAD CONSERVADA:

o . 9 . oL
CE= T Ag + LAy - AT

dq on' dq
e EN TERMINOS DE L:

oL . oL . . oL . oL .
Cf:( — + — ,n’)Asq’—A —n' + —Agn' + yot,
dq' g’ dq' og/ aq' aq'
e PRUEBA:
d

—CF = A EMI() + (As' = Ay )EMY(L)).

(Nota: EM/(y) es lo mismo que EMY(L)),

n' + yot.




VERTICAL — TANG

CEl =C9q,q,0).
nt
d dCE aCE
d_CS -
! C?q 077
s — CE
;7’ dt( dt
e OBSERVACION:
d
Lot = (A — A ‘
7 (A n')

N

EM?,

n'(q,q.t)

d .
) L 0i(g, 4,1,
;71



TEOREMA INVESRSO D

oCa-") l, o0Ca-n ; .
o = WiAsq, - = Wii(Asy' = Anp)).
o 9q

e NUEVA SIMETRIA !l




CJEMPLOL =T -V
" Vo= Vi

oV .

aqiﬂ,

y=4qn -
CONSERVADA:
CE=3'Aqd — Ag'n' + ¢ An' + §'i'st — g‘/iniét,
SIMETRIA: !

Asq' = aq’ — by' bt A’ = an' — biy'dt,
CsE — ai’]lql — Clqli’]l — b}’]lqlt + bqli’]l — bt;}’]l
q

En términos de k, a and b = a(1 — k/2) (ZEHK)
A=2a—-b=a(l +k/2)
e casea=2,b=3,3%leydeKepler



CONCLUSION

e constante de movimiento basada en la simetria de
escala extendida

e informacion dinamica en el espacio de configuracién
original mediante una proyeccion usando CUALQUIER
SOLUCION PARTICULAR de la ec. de Jacobi.

e Este procedimiento asocia DOS simetrias (una de ellas
es la simetria de escala) con UNA cantidad conservada

e Nueva simetria de Noether



