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Resumo

Uma das mais importantes aplicacoes da Algebra Linear na Ciéncia Béasica Moderna é sem diuvida na
Mecéanica Quantica. A Mecanica Quantica por sua vez, constitui uma das grandes dreas centrais de conhecimento
da Fisica Contemporanea, sendo tradicionalmente considerada de dificil compreensdo devido & matemdtica en-
volvida. Neste trabalho apresentamos os conceitos matematicos essenciais a compreensao da Mecanica Quantica
sob o ponto de vista da Algebra Linear. Estruturas algébricas bésicas tais como grupos, anéis, corpos e algebras
sdo definidas, exemplificadas e contextualizadas na Mecanica Quantica. Em particular investigamos algumas
propriedades de espacos vetoriais sobre o corpo dos complexos, bem como transformagoes lineares, operadores,
autovetores e autovalores. Discutimos a representacao de sistemas fisicos na Mecanica Quantica, o papel do
observador, conceito de medida e a evolugao dindmica de vetores de estado (representagdo de Schrodinger)
ou de operadores (representagdo de Heisenberg). Enfatizamos a necessidade de uma maior interagdo entre
Matemaética e Fisica como diferentes dreas de conhecimento e de diferentes métodos de trabalho mas com uma
vasta intersecg@o entre seus objetos de estudo. Procuramos fornecer a graduandos em Matemadtica uma base
de conhecimento sobre o que é a Mecanica Quantica. Com certeza a Mecanica Quantica é um terreno fértil
para aplicagao de varios conceitos matematicos abstratos, em particular da Algebra7 coroando com sucesso seu

método axiomaético dedutivo.

1 Introducao

A base para um bom entendimento da Mecanica Quantica encontra-se numa sélida compreensao de conceitos
matematicos, principalmente de Algebra Linear. Neste mini-curso abordaremos a maior parte de tais conceitos
matemaéaticos necessarios & compreensdo da Mecanica Quantica. A Mecanica Quantica é uma das principais
teorias da fisica contemporanea, desenvolvida no século XX em conjunto por grupos independentes de varios
pesquisadores. Seu principal escopo de atuagao compreende o estudo do comportamento de matéria e energia
em escalas atomicas e subatomicas. Grande partes das modernas tecnologias de nosso mundo atual é baseada
na Mecanica Quéantica. Apesar do enorme e inegdvel sucesso desta teoria na compreensio, descri¢ido e previsao
de vérios fenémenos, e de sua atual aceitacdo incontestdvel em seu dominio de validade por toda a comunidade
cientifica, em geral a Mecanica Quantica é de dificil compreensdo fora da comunidade de fisicos. Tal fato se
deve a pelos menos dois aspectos: (i) as bases da Mecanica Quéntica encontram-se em teorias matemdticas de
nivel intermedidrio e avangado e (ii) as interpretagdes dos resultados da Mecéanica Quéntica sao envoltas pela
midia em conceitos “filoséficos” e “exotéricos” e divulgadas erroneamente, de forma bastante distorcida, para o
publico leigo em geral. Considerando um piblico alvo de estudantes de matemética, o primeiro aspecto acima
mencionado deixa de existir, enquanto o segundo, por ser um pouco uma consequéncia do primeiro, pode ser,
pelo menos parcialmente, remediado.

Usualmente espera-se que ao final de um curso de graduagdo em matemdtica, bacharelado ou licenciatura,
o graduado domine amplamente os conceitos matematicos abordados nas segbes 2 a 7 do presente mini-curso.
Contudo, devido a problemas de notagao e outras dificuldades de comunicacao entre a comunidades de fisicos
e matemadticos (além do falso “exoterismo” acima mencionado que parece permear a Mecanica Quéntica), é
comum que muitos graduados em matematica mantenham um total desconhecimento desta importante area da
fisica contemporanea, aqui abordada nas se¢des 8 a 10. Um dos objetivos do presente mini-curso é reverter tal

quadro, proporcionando ao futuro matematico uma oportunidade de ampliar seus horizontes penetrando num
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rico e vasto campo da ciéncia moderna no qual poderd aplicar e exemplificar seus conhecimentos abstratos e
eventualmente contribuir com novas idéias. Para o futuro professor de matemaética, é essencial conhecer uma
das mais belas aplicagées da Matemaéatica Moderna que é a Mecanica Quéantica, com o intuito de saber por que
ensinar uma matemadtica cada vez mais abstrata. Por exemplo, quando alunos de ensino médio perguntam a
seus professores de matemadtica para que servem conceitos tais como nimeros complexos e matrizes, muitos
professores ficam simplesmente sem saber o que responder. Entendendo um pouco da Mecanica Quantica tal
resposta pode ser fornecida pelo professor com convicg¢do e conhecimento de causa, podendo inclusive aprofundar
sua resposta para alunos porventura mais interessados e talvez potenciais futuros matematicos ou fisicos.

O minicurso encontra-se subdividido em trés partes principais. Na Parte I, constituida das segdes 2 a 4, uma
visdo geral sobre a base conceitual da Algebra Linear é abordada. Procuramos definir todos os conceitos utilizados
a partir do zero, bem como demonstrar os principais resultados. Na Parte II, se¢bes 5 a 7, aprofundamos um
pouco na Algebra Linear propriamente dita, estudando algebras, operadores, autovalores e autovetores. Em
geral focamos em espagos vetoriais complexos de dimensao finita e infinita com o objetivo de aplicagoes em
Mecanica Quéantica. Por fim na Parte III, se¢cbes 8 a 10, mostramos como a Mecanica Quéantica utiliza o
formalismo da Algebra Linear para a descrigdo de sistemas fisicos, em particular vemos como extrair informagao
da teoria a ser confrontada com observagoes (previsdes). Nesta dltima parte abordamos também a dindmica
quantica e finalizamos com alguns exemplos de aplicagoes da Mecanica Quantica para o estudo de sistemas
simples relevantes.

Uma atencao especial & notacao serd dispensada. Isto é, os conceitos matemadticos introduzidos nas partes
I e II utilizardo a mesma notagdo da Mecanica Quéantica abordada na parte III. Em particular a notagado de
bra-c-ket de Dirac serd introduzida logo na definicdo de espagos vetoriais, alids antes ainda, na definigao de
grupo abeliano. Sempre que possivel as definigdes e conceitos trabalhadas nas partes I e Il serdo imediatamente
exemplificadas conforme serdo posteriormente aplicadas na Mecanica Quantica. Embora seja esperada uma
certa dose de maturidade e experiéncia matemética (a nivel de graduacdo) dos participantes, ressaltamos que
o mini-curso é totalmente auto-consistente no sentido de que todos os conceitos utilizados serdo devidamente

definidos e exemplificados.

2 Estruturas Algébricas

A drea da matemédtica que se ocupa do estudo e classificagdo de estruturas algébricas é a dlgebra. Existem basi-
camente duas abordagens principais utilizadas pela dlgebra: (i) Dada uma estrutura algébrica pronta, estudamos
suas propriedades. (ii) A partir de estruturas algébricas mais simples construimos outras mais complexas.

Como exemplos de importantes estruturas estudadas pela Algebm7 podemos citar: Conjuntos numéricos tais
como Z ou R com operagdes entre seus elementos tais como soma ou multiplicagao; conjuntos de entes (mais)
abstratos tais como matrizes, fungoes, operadores, etc., munidos de operagdes; conjuntos de trasnformagoes
aplicadas sobre um sistema fisico, etc. No espirito da abordagem (i) acima, podemos selecionar como objeto de
estudo, digamos, o conjunto dos nimeros reais e estudar seu comportamento frente a varias operagdes (adicao,
multiplicac¢@o, potenciacao, etc.) J4 como exemplo da abordagem (ii) podemos, a partir do conjunto dos nimeros
naturais construir sucessivamente os conjuntos dos inteiros, racionais e reais.

A nomenclatura da dlgebra envolve por exemplo: grupos - médulos - anéis - espagos vetoriais - corpos -
dlgebras. A Mecanica Quantica moderna é construida sobre tais estruturas matemaéticas. Em breve veremos
que o conjunto dos estados fisicos de um sistema constitui um espago vetorial sobre o corpo dos complexos e
sobre o qual construimos uma algebra de operadores. Definiremos a seguir os conceitos de grupos, anéis, corpos,

espacos vetoriais.

2.1 Grupos

Uma das estruturas mais simples da algebra é constituida pelo conceito de grupo. A idéia de estrutura
matemadtica de grupo consitui o pilar de estruturas algébricas mais complexas e se encontra presente em prati-

camente todas as areas da matematica.
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Definigao 2.1. Dizemos que um conjunto nao vazio G, munido de uma operacao bindria (ou lei de composi¢ao
interna) % fechada é um grupo se sao vdlidas as sequintes propriedades:

G1) Va,b,c € G temos que (a*b) *xc = ax (bx*c) (associatividade)

G2)3eeG tal queexa=axe=a, Ya €G (elemento neutro)

G38)Va €G, Ja ' €G tal quea ™ xa=axa ' =e (simétrico)

A partir desta defini¢do, imediatamente podemos demonstrar intimeras propriedades interessantes. Vejamos

algumas:

1) O elemento neutro é tnico.

2) Se para algum a € G temos que a *xa = a entao a = e.

)
)
3) O simétrico é unico.
4) Va € G, (a_l)f1 =a.
)

5) axb=axc=b=cbxa=cxa=b=c; Va,b,c€ G (leis de corte).

Em geral a operagao de grupo pode ser ndo-comutativa. No caso particular de valer a comutatividade denomi-

namos o grupo de abeliano. Isto é:

Definicao 2.2. Dizemos que um grupo G € um grupo abeliano ou comutativo quando Ya,b € G temos a*xb = bxa.

Ou seja, num grupo abeliano a operagao do grupo é, por definigdo, comutativa.

Notagao para Grupo Abeliano

No caso de grupos abelianos, denotaremos a operacao do grupo por “+” e um elemento genérico do grupo por
la >1. Explicitamente, para um grupo abeliano G sao vélidas as seguintes propriedades:

Dados quaisquer elementos |a >, |b >, |¢ > do grupo:

GO) la>+[b>€G .

Gl) (la>+1b>)+ [c>=la>+(b>+c>) .

G2) Existe um elemento especial 0 € G, denominado elemento nulo, tal que: 0+ |a >=|a >, V]a >€ G.

G3) 3 (—|a>)€Gcom (—|a>) + |a >=0.

G4) la>+[b>=|b>+]a>.

O que muda nesta relacdo de condigbes de grupo acima em relacdo a anterior? Observe que G1, G2 e G3
sdo exatamente as mesmas condigOes anteriores expressas com diferente notacdo. GO estava implicita quando
dissemos que a operacdo de grupo deve necessariamente ser fechada. E finalmente G4 é exclusiva para grupo

abeliano.

2.2 Anéis e Corpos

Quando falamos em grupo, estamos considerando um conjunto com apenas uma operacao matemdtica. Por
exemplo o conjunto dos niimeros inteiros com a operacao usual de soma. Para incluirmos uma segunda operagao,
digamos a multiplicacdo de nimeros inteiros, precisamos de uma outra estrutura algébrica. Anéis e corpos

constituem exemplos de estruturas algébricas com duas operagoes.

[

Definigao 2.3. Um anel (A,+,.) é um conjunto A munido de duas operagées fechadas “+” e satisfazendo:
A1) (A,+) € um grupo abeliano

A2) (a.b).c = a.(b.c)?

A3)a.(b+c)=ab+ace(a+b).c=ac+bc

A4) la=al

1Esta é a famosa notacao de Dirac para espacos vetoriais que nos serd muito ttil mais adiante. Os elementos de um grupo abeliano

assim representados posteriormente constituirdo os vetores de um espago vetorial
2Apesar de A ser um grupo abeliano, a notacio de Dirac serd reservada apenas para os vetores, os elementos do corpo néo serdo
denominados vetores, mas sim “escalares”.
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Usualmente, denominamos as operagoes “+” e “.”

simplesmente de “soma” e “multiplicagao”. Observe que
a operagdo de soma no anel, por definigdo, é sempre comutativa. Se além da soma também a multiplicagdo for

comutativa, dizemos que o anel é comutativo.
Definicao 2.4. Um anel (A,+,.) no qualVa,b € A, a.b=b.a é dito um anel comutativo.

Um bom modelo de anel é o conjunto dos niimeros inteiros com as operagbes de soma e multiplicagdo. Ob-
servando as propriedades A1-A4 de um anel acima listadas constatamos uma assimetria entre as duas operagoes.
Se por um lado o simétrico ou inverso aditivo sempre existe, o mesmo nao pode ser dito sobre um inverso
multiplicativo. Por exemplo dado um nimero inteiro qualquer, digamos 5, seu simétrico é o —5, mas nao temos
um inteiro que multiplicado por 5 resulte na unidade. Se exigirmos a existéncia do inverso multiplicativo® e a

[1}]

comutatividade da segunda operacao , generalizamos o conceito de anel para o de corpo..

Defini¢ao 2.5. Um corpo é um anel comutativo com inverso multiplicativo. Ou seja, (F,+,.) é um corpo se e

s6 se (F,+,.) € um anel comutativo tal que
Ve£0eF,3z ' €F, tal ques.a™* = 1. (2.1)

Dois exemplos de corpos muito importantes em matemética e fisica sdo os corpos dos numeros reais e dos

nimeros complexos.

3 Espacgos Vetoriais

O que é exatamente um vetor? Essa é uma pergunta bastante capiciosa, dependendo do contexto mais de
uma resposta satisfatéria é possivel. No nosso contexto um vetor é um elemento de um espago vetorial, abaixo
definido. Espagos vetoriais representam uma generalizagdo do espago das “flechinhas” (aquelas que tinham
“médulo”, “direcao ” e “sentido”, lembra?) do R? e do R® .

Definimos espago wvetorial a partir da seguinte “receita” onde mencionamos os “ingredientes” que sdo os
objetos matemadticos constituintes de um espago vetorial e o “modo de fazer” que dita o comportamento (pro-

priedades) destes objetos:

Definicao 3.1. Receita para Construcao de um Espago Vetorial:

(i) “ingredientes”:

- um corpo F (duas operagoes implicitas)

- um congunto V de objetos, denominados vetores, representados por |a >,|b >, |z >,y >,z >,[¢ >, [+ >
,|— >, etc., munido de uma operacao bindria “+7 (soma de vetores).

“«. 7 F xV =V definindo uma multiplicacdo de “escalar” por vetor.

- uma operagao
(i) “modo de fazer”:

Dados quaisquer a, B € F,|a >,|b >€ V e sendo 1 € F o elemento neutro de F , sio vdlidas as propriedades:
V1) V é um grupo abeliano sob a operag¢ao de soma de vetores.

v2) a(Bla>) = (aB)la >

V8) lla >= |a >

V4) ofla > +]b >) = ala > +alb >

V5) (a+ B)la >= ala > +pla >

A definigdo de espago vetorial é bastante geral, englobando desde as antigas “flechinhas” até por exemplo
fungdes consideradas como vetores. Trata-se de uma estrutura rica em que encontram-se envolvidos dois conjun-
tos (escalares e vetores) e quatro operagoes (duas no corpo, soma de vetores entre si e multiplica¢io de escalar
por vetor). Os casos mais comuns em fisica sdo os de espagos vetorias sobre os corpos dos reais e dos com-
plexos, denominados respectivamente espaco vetorial real e espaco vetorial complexo. Vejamos alguns exemplos

e contra-exemplos:

3Com excecdo apenas do zero.
4Muitas vezes esta operacdo serd representada simplesmente pela justaposicdo dos elementos do corpo e do espaco vetorial.
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Exemplo 3.1. O conjunto das “setinhas” no plano, com a regra usual da soma do paralelogramo, forma um
espago vetorial sobre os reais. As “setinhas” constituem segmentos de reta orientados e sdo os vetores propria-
mente ditos. A soma entre dois ou mais vetores € obtida equivalentemente pelas tradicionais regra do paralelo-
gramo ou da poligonal. A multiplicagao de um segmento por um vetor € tal que a orientacao espacial (direcdo
) do segmento de reta é mantida, sendo alterado apenas seu tamanho (mddulo), o sentido é mantido ou alter-
ado dependendo do numero real multiplicante ser positivo ou megativo. Trata-se de um espago vetorial real de

dimensao dois isomorfo ao R? sobre R.

Exemplo 3.2. R é um espaco vetorial sobre R. Este € um exemplo trivial que nos mostra que, dependendo do

contexto, um simples nimero real pode ser considerado um vetor.
Exemplo 3.3. C ¢ um espago vetorial sobre R.

Exemplo 3.4. R nao é um espago vetorial sobre C. Se multiplicarmos um elemento do corpo (nimero complexo)

por um elemento de V' (ndmero real) ndo necessariamente obtemos outro elemento de V.
Exemplo 3.5. O conjunto de todas as matrizes quadradas de entradas reais nao forma um espago vetorial. (E

necessdrio fizar a dimensdo e definir o corpo.)

Exemplo 3.6. Considere a equacdo diferencial ordindria de seqgunda ordem % +w?z =0. O conjunto de todas

as suas solugdes constitui um espago vetorial.

3.1 Espacos Vetoriais na Mecanica Quantica

Em Mecanica Quéantica, o estado de um sistema fisico serd representado por um vetor abstrato, pertencente a
um espago vetorial complexo. Vejamos com mais detalhes dois exemplos muito importantes:
(a) Espago Vetorial C"

Consideremos os vetores matrizes colunas constituidas por entradas complexas

ai bl
az b2

la >= . , b >= . . (3.2)
Qn bn

Definimos a adigio entre dois vetores |a > e |b >, e a multiplica¢ao por escalar (ntimero complexo) « por:

ai + b1 aal
az + ba aa2

as+ps=| 0|, alas=| (3.3)
an + bn Qan

E imediato verificar que o conjunto das matrizes colunas acima definido constitui um espacgo vetorial sobre o
corpo dos complexos.

(b) Espago Vetorial de Fungdes

Como segundo exemplo de espago vetorial muito importante em Mecénica Quéantica, consideremos o conjunto

de fungdes complexas de varidvel real, definidas num intervalo real [a, b].

¥:la,b] »C (3.4)

Ou seja 1 é uma fungdo matemdtica usual, que associa um numero complexo ¥ (x) a cada nimero real x
b
pertencente ao intervalo [a,b]. Construimos um espago vetorial a partir do conjunto de todas as fungoes 1,

consideradas como vetores, definindo de forma natural:

(1 + o) (@) = Pu(2) +b2(z) e ()(2) = ay(z), (3.5)

Aqui o é um ntmero coplexo, ou seja, um elemento do corpo C, portanto um escalar.

Com as defini¢oes das operagoes acima, todas as propriedades de espaco vetorial podem ser verificadas.
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3.2 BASE

Um conceitos bastante 1til e pratico para lidarmos com espagos vetoriais é o de base. Conhecendo uma base de

um espago vetorial, qualquer vetor podera ser nela expresso.

Definicao 3.2. Uma base de um espago vetorial V' é um conjunto B de vetores linearmente independentes que
varre todo o espago V. Ou seja, qualquer vetor de V pode ser expresso como combinacdo linear dos elementos
de B.

Dependendo da base ser finita ou infinita, o espaco vetorial é dito correspondentemente de dimenséo finita
ou infinita.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.7. Considerando C como um espago vetorial sobre R os elementos 1 e i formam uma base. Contudo
se considerarmos C sobre C temos um espago vetorial unidimensional pois agora basta tomarmos 1 por exemplo

como base.

O exemplo (3.7) acima mostra que um mesmo conjunto de vetores pode ter diferentes dimensdes conforme o

corpo escolhido (naturalmente levando a dois espagos vetoriais diferentes.)

s

Exemplo 3.8. - A base candnica para C" é:

1 0 0
1 0

ler >=| . . lea>= | . s e, len>=1 . . (3.6)
0 0 1

Qualquer vetor de C™ pode ser expresso como uma combinagao linear da base canénica de forma tnica. Dado
la >€ C™, temos

al 1 0 0
az 0 1 0

la > = ) = ) + a2 ) + ... +an ) . (3.7)
an 0 0 1

3.3 Produto Interno

Definimos o produto interno num espago vetorial complexo V' associando um ntimero complexo < alb > a cada
par de vetores |a >, |b > tal que:

PI1) < alb>=< bla >~

PI 2) < a|(Blb > +7lc>) =B <alb> +v < al|c >

PI3) <ala> > 0, <ala>=0seesomentese|a>=0

Em PI 1 acima, o asterisco representa conjugacdo complexa. Atencdo ao detalhe da notagdo utilizada, o
produto interno é uma operacao g: V x V — C

g(la >,|b>) =< alb> (3.8)

Observe que o produto interno acima defindo nao é bilinear, mas sim sesquilinear. Ou seja, (PI 2) acima
garante a linearidade no segundo argumento.

Nos dois exemplos especificos de espagos vetoriais complexos da Mecanica Quéantica anteriormente consider-
ados, definimos assim o produto interno:

(a) Espaco vetorial C™

Dadas duas matrizes colunas de entradas complexas:

ai bl

a2 b2
la >= ) , [b>= ) . (3.9)

an bn
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temos
<alb>=albi +azbs+ ... +anby (3.10)
Ou seja, a partir de dois vetores calculamos um escalar. As propriedades PI1-PI3 podem ser explicitamente
verificadas.
(b) Espago vetorial de fungdes complexas

Dadas duas fungbes complexas de varidvel real:

¢ >=d(x) e [V >=9(x) (3.11)

definidas no intervalo [a, b], construimos

b
< o >= / dz 6" (z) ¥(z) . (3.12)

Através da integragdo obtemos um nimero complexo a partir de duas func¢ées. Um certo cuidado em relagao &
convergéncia deve ser tomado aqui. Devemos restringir nosso espago de fungées de forma que a integral acima
exista, modificando um pouco o espago vetorial inicial. Para ser um pouco mais preciso, devemos exigir que

¢, ¥ € La(a,b), ou seja o espago de fungdes quadraticamente integraveis, a seguir definido.

3.4 Espaco das Fungoes Quadraticamente Integraveis

Uma fungao ¢ : [a,b] — C é dita quadraticamente integrivel se a integral

b
<Pl >= / dz 1 (z) () (3.13)

existir. O espago das fungdes quadraticamente integréveis definidas no intervalo [a,b] é um espago vetorial,
comumente representado por La(a,b). Nesse caso, se ¢,1 € La(a,b), a integral (3.12) sempre converge.

Finalizamos esta se¢do com duas defini¢Ges importantes:
Definicao 3.3. Um espaco vetorial com produto interno, completo, é dito um espaco de Hilbert.
Definicao 3.4. Um espago vetorial normado completo é denominado um espago de Banach.

Como todo espago vetorial com produto interno é normado (pois o produto interno induz naturalmente uma
norma) vemos que todo espago de Hilbert é também um espago de Banach. Contudo é possivel definir uma

norma sem referéncia a um produto interno e existem espacos de Banach que nao sao de Hilbert.

4 Transformacoes Lineares

Para relacionarmos vetores de diferentes espagos vetoriais utilizamos o conceito de trasnformacao linear.

Definicao 4.1. Uma transformagdo linear de um espago vetorial V' em outro espago vetorial W, ambos definidos

sobre 0os mesmo corpo F', é um mapeamento T : V — W tal que Vo, 8 € F,
T(ala > 4+8b >) = aT(la >) + BT(|b >) (4.14)

Obs.: Enfatizamos que o corpo associado aos dois espagos vetoriais em uma transformagéo linear é neces-
sariamente o mesmo.

Notagao: T'(la >) =Tla >

Uma transformacao linear 7' : V' — V é denominada um endomorfismo ou um operador linear em V. Duas
transformagoes lineares T : V. — W e U : V — W séo iguais se somente se T'|b; >= U|b; > para |b; > base em
V. Portanto uma trasnformacao linear é univocamente determinada através de sua agdo em uma base do espago
dominio.

Vejamos em seguida alguns exemplos de transformagoes lineares:
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Exemplo 4.1. Seja T : R3— > R? a projecdo do espago tridimensional no plano XY. Definimos T através de

sua a¢do na base canoénica:

7(1,0,0) = (1,0),
7(0,1,0) = (0,1),
7(0,0,1) = (0,0), (4.15)
Escrevendo um elemento genérico (x,y, z) € R® em termos da base canénica obtemos ac¢do de T num elemento
geral:
T(z,y,z) = T=z(1,0,0)+ Ty(0,1,0) + T2(0,0,1)
= z(1,0) +y(0,1) + 2(0,0) = (z,y) (4.16)

Veja que a ag¢ao de T' na base (4.15) foi suficiente para determinar a acdo geral (4.16) em qualquer elemento de
R3.
Exemplo 4.2. Seja P,[t] o espaco vetorial complexo dos polindmios de grau menor ou igual a n de coeficientes

complezos. Dado |z >€ P, escrevemos

|z >= " axt” (4.17)
k=0
e definimos |y >= D|z > por
ly >=Dlz >= > kayt* " (4.18)
k=0

Nesse caso D : P,[t] = P,[t] é uma transformagao linear endomorfismo, ou seja, um operador. Naturalmente

podemos interpretar D como um operador tal que, dado um polinémio |z >, D fornece a sua derivada D|z >.

4.1 Kernel ou niicleo de uma transformacgao linear:

Uma transformagao linear entre dois espagos vetoriais V' e W determina um subconjunto especial do espago

dominio, denominado kernel da transformagao.
Definicao 4.2. O kernel ou nicleo de uma transformacao linear, representado por kerT', é o subconjunto de
todos os vetores do dominio que € mapeado no zero. Ou seja, dado T : V — W |

lv>¢€kerT & Tlv>=0 (4.19)

No exemplo (4.2) anterior o kernel é constituido pelos polinémios constantes. Isto é, a derivada de um
polindmio constante é nula e, se a derivada de um polindémio é zero este é constante.

Voltando ao exemplo (4.1) anterior, note que o kernel é constituido por todo o eixo Z. Todos os pontos do
tipo (0,0, z) séo levados em (0,0).

Observe que dimR? = 1 + dim R?. De forma geral, temos o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Seja T : V — W wuma transformagdo linear. Entdo
dimV = dimker T + dim T'(V) (4.20)

Definicao 4.3. Um espago vetorial V' é dito isomorfo a outro espago vetorial W se existir uma transformagado
linear bijetiva T : V. — W. Nesse caso T € dito um isomorfismo. Uma transformacgao linear bijetiva de V' sobre

st mesmo € dita um automorfismo. O conjunto de todos os automorfismos de V é denotado por GL(V).

Definicao 4.4. Uma transformacdo linear T : V. — W em que o espag¢o vetorial contradominio W coincida

com o o corpo associado ao espago vetorial F, isto €, tal que W = F, é dita um funcional linear.
Um funcional linear é portanto simplesmente uma transformacao linear que associa escalares a vetores.

Exemplo 4.3. Defina I : C°(a,b) — R como

b
10 = [ rwa (4.21)

Aqui Co(a, b) e R sdo considerados como espagos vetoriais sobre R. Observe que I é uma transformagao linear

que associa a cada vetor f(t) € C°(a,b) um elemento do corpo I(f) € R. Logo I é um funcional linear.
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4.2 O Espago Vetorial L(V, W)

Considere dois espacos vetoriais V e W definidos sobre o mesmo corpo F. O conjunto formado por todas as

transformacoes lineares de V' em W constitui por sua vez também um espago vetorial sobre F', denotado por
L(V,W).
De fato, sejam T : V. — W e U : V — W duas transformagoes lineares quaisquer e a € F. Definindo as
operacoes
(T+U)la>=T|a>+Ula >, (4.22)
(aT)|a >= a(T|a >) = aTla >, (4.23)
todas as propriedades de um espago vetorial podem ser verificadas.
Em particular utilizamos a seguinte nomenclatura
(a) L(V,V)=L(V) =end(V)(T € L(V) é dito um operador)
(b) L(V,F) =V~ (espaco dual de V')
Em outras palavras:
(a) o conjunto das transformagdes lineares de V em V', denotado por L(V, V'), é um espago vetorial especial,

denominado espago dos endomorfismos de V', representado equivalentemente por L(V) ou end(V). Um

elemento de end(V) é dito um operador sobre V.

(b) J& o conjunto das transformagdes lineares de V' no préprio corpo F (F também é um espago vetorial)

constitui o famoso espago dual de V' a ser abordado e definido a seguir.

4.3 Espaco Dual

Consideremos o conjunto de todos os funcionais lineares definidos num dado espago vetorial V. Tal conjunto
forma um espago vetorial denotado por V* e denominado espago dual de V. De forma mais precisa definimos
assim espago dual:

Definicao 4.5. Dado um espago vetorial V sobre um corpo F, o espago vetorial das transformagdes lineares
T:V — F com as operagoes (4.22) e (4.23) € dito espago vetorial dual de V' e denotado por V*.

O conceito de espago dual serd muito importante em Mecanica Quéntica e deve ser muito bem compreendido.

O chamado espago dos “bras” na Mecanica Quantica nada mais é do que o espago dual do espago dos “kets”.

Exemplo 4.4. Seja V =R? espaco vetorial real. Considere os funcionais lineares:

Ti(wy) = z+y
To(wy) = z-y
T3(z,y) = 2x—3y
T4(z,y) = =z (4.24)

Os funcionais T1,T2, T3 e T4 sao elementos de V*. Por exemplo:
T1+T2=1T4, T3+ 3T1=5T4 (4.25)

Observe que, dimV =2 =dim V™
Exemplo 4.5. Considere um espaco vetorial V. complexo com vetores |a >, |[b >, |c >, etc., com o produto

interno definido. Selecinando um particular vetor |a > € V podemos associar um nimero complezo a cada par

de vetores através do produto interno:
<ala>, <alb>, <alc>, etc.

Dessa forma definimos um funcional linear, pois uma vez selecionado |a > dispomos de uma regra para associar
um elemento do corpo a cada vetor e, devido as propriedades de produto interno, tal regra é uma transformacdo

linear:
<al(Blb>+v|c>)=8<alb>+y <alc> . (4.26)
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Ou seja, (PI2) implica imeditamente (4.14).

Pois bem, essa transformacgao linear definida ao selecionarmos o vetor |a >€ V é um elemento do espago
dual. Selecionando agora outros vetores |b >, |c >, etc. € V e definindo transformagées lineares da mesma
forma construimos um conjunto de transformacées lineares, uma para cada vetor original de V. Esse conjunto
de transformacgdes lineares constitui o espaco dual V* do espago original V. Podemos agora representar cada

elemento de V™ pela notagdo < a| € V*. Dado |a >€ V o processo acima descrito determina < a| € V™.

4.4 Uma Base para V*
Considere um espago vetorial complexo de base
B = |by >,|b2 >,..., |bn > (4.27)
Para cada N-tpla de escalares (a1, a2, ..., an) definimos o funcional linear
falbi >= (4.28)
A agdo de f, num vetor arbitrdrio |a >= B1|b1 > +...+ Bn|by > é dada por
fala >=a1f1+ ...+ anfBn (4.29)
De fato, qualquer funcional linear pode ser associado a um f, e dispomos da seguinte base para V™
fi=(1,0,..,0), f2=(0,1,...,0), ..., fn=1(0,0,..,1) (4.30)

Em particular notamos que dimV = dim V*

5 Algebras

Um espago vetorial é sem duvida uma estrutura algébrica bastante rica, além dos vetores propriamente ditos
dispomos do corpo e das vérias operagoes entre vetores e elementos do corpo. Contudo ainda nao sabemos
“multiplicar” vetores. E fato que dispomos do produto interno que associa a dois vetores um elemento do corpo.
Mas uma “genuina” operacao bindria de “multiplicagdo” que gera como produto um terceiro vetor ndao é em geral
definida para espagos vetoriais. Podemos definir tal operacao elevando o estatus de nossa estrutura algébrica de

espago vetorial para dlgebra.

Definigao 5.1. Uma dlgebra A sobre um corpo F (consideraremos C ou R ) é um espago vetorial V sobre F

mais uma operagdo bindria em V (“multiplica¢do” de vetores) que satisfaz:
A1) a(Bb+ yc) = Bab + vyac
A2) (aa + Bb)c = aac + Bbe

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 5.1. O espago vetorial R% sobre os reais é uma dlgebra? Podemos definir:
(z1,22)(y1,y2) = (z1Y1 — T2Y2, T1Y2 + T2Y1) (5.31)

e verificar que todas as propriedades requeridas para uma dlgebra sao satisfeitas.

Exemplo 5.2. Outro ezemplo interessante de wma dlgebra € o produto vetorial usual (cross) no R3
(x1,y1, 21) (2, Y2, 22) = (Y122 — Y221, 2182 — 221, T1Y2 — T2y1) - (5.32)
Sao vdlidas A1 e A2 na definicdo 5.1 acima e ganhamos como bénus as propriedades
axb=-bxa, (5.33)

la x b] = |a||b]send . (5.34)
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Exemplo 5.3. Produto usual de matrizes. Jd vimos que o conjunto de matrizes m x n (entradas reais ou
complezras), com a soma usual de matrizes, constitui um espago vetorial. Se agora exigirmos m = n (matrizes
quadradas), de forma que também possamos multiplicar as matrizes entre si, as propriedades A1 e A2 da definigao

5.1 sao satisfeitas e dispomos de uma dlgebra.

Muitos outros exemplos relevantes em fisica podem ser citados, tais como: Algebra de momento angular,
dlgebra dos quatérnios, dlgebras de Grassmann, etc.

Observe que a definigdo de dlgebra é bastante solta. Em geral dlgebras podem ser classificadas em:
e 4lgebras associativas a(bc) = (ab)c
e dlgebras comutativas ab = ba

e ilgebras com unidade 31 € A;al =la=a

6 Operadores

Lembramos que o conjunto das transformagoes lineares L(V, W) de V em W é um espago vetorial. Em particular,
dado um espago vetorial qualquer V', consideremos o conjunto dos endomorfismos end(V) = L(V,V) = L(V),
que por sua vez também é um espago vetorial sobre o mesmo corpo original. Um elemento T € end(V) é dito,

por defini¢do, um operador em V.
Definicao 6.1. Dado um espago vetorial V, denominamos operador a uma transformacdo linear de V-em V.

A partir da composigdo de operadores:
T: V-V, S: VsV, ToS: V-V, (6.35)

estabelecemos uma &lgebra de operadores. Os operadores, considerados como vetores, constituem por sua vez
uma &dlgebra, na qual a operacdo de multiplicagdo satisfazendo A1l e A2 na defini¢do 5.1 é dada pela composi¢ao
de operadores.

6.1 Operadores em Lo

Consideremos uma vez mais o espacgo vetorial complexo das fungdes complexas quadraticamente integraveis
Ls(a,b).

Seja 1 : [a,b] — C um vetor genérico deste espago vetorial. Sabemos que os operadores definidos em Ls(a, b)
constituem uma dlgebra. Um operador em Lz(a,b) é uma transformagio linear que leva fungbes em fungdes.

Alguns exemplos importantes de operadores definidos em Lo sdo :

X (@) = wp(e), (6.36)
D) = (), (6.7)
Pip(z) = ¢(—x). (6.38)

Observe que X + D = D + X (espago vetorial), mas XD # DX (dlgebra nao comutativa). De fato: D X =
1+XD

6.2 Notacgao de Dirac

Consideremos um espago vetorial V' complexo arbitrdrio. Introduzimos a seguinte notagado (de Dirac):

la>,[b>€V — vetores (de estado) ou “kets”
<al,<bl € V" — vetores duais ou “bras” - funcionais lineares
<alb>e€ C — produto interno entre |a > e [b >
ou funcional linear < a| aplicado no ket |b >

AB,C, XY, Z € L(V) — operadores em V ou V*

11
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la ><b| € L(V) —» produto externo entre |a > e |b >
operador em V ou V* (6.39)

A notagdo de Dirac é extremamente pratica, facilitando muito a realizagdo de contas. Na Mecanica Quantica
atual podemos dizer, sem sombra de duvida, que a notacdo de Dirac tornou-se um padrdao universal sendo
utilizada praticamente em todos os textos didaticos ou de pesquisa na area. Por convengao, na notacao de
Dirac, vale sempre a associatividade. Uma expressao tal com |a >< b|S|c > por exemplo, pode ser interpretada

da vérias formas equivalentes:

la >< b|Sle>= [(Ja ><b]) S] |e>= (Ja><b|) (|S|c>) = |a>[(<blS])]|c>] (6.40)

6.3 Conjugacao Hermitiana

De certa forma a operagio de conjugac¢ao hermitiana em L(V') é uma operagdo andloga & conjugacdo complexa

no corpo dos complexos.
Defini¢ao 6.2. Dado um operador T € L(V) o seu conjugado hermitiano ou adjunto € definido por
<a|T|b >" =< b|T|a > (6.41)
ou equivalentemente:
(T)a >)" =< a|T! (6.42)

No caso de representacao matricial dos operadores, a operacao de conjugacao hermitiana é realizada simples-
mente transpondo a matriz e calculando o complexo conjugado de cada uma de suas entradas. Vejamos algumas

propriedades:
U+n)t=v"+71", (o)t =a*T" (6.43)
wnt=1ut, (TH'=T (6.44)
Dado um operador T' € L(V), as seguintes definigdes serao muito importantes em Mecanica Quantica:
Definicdo 6.3. TT =T <= T ¢ Hermitiano ou auto-adjunto.
Definicdo 6.4. T = —T <= T ¢ anti-Hermitiano
Definicdo 6.5. 71T =TT =1 <= T ¢ unitdrio

De certa forma operadores hermitianos e anti-hermitianos desempenham um papel andlogo a nimeros reais
puros e nimeros imaginarios puros no contexto de nimeros complexos. Assim como um nimero complexo é dito
um numero real puro se for igual a seu complexo conjugado também um operador é dito hermitiano se for igual
a seu conjugado hermitiano. Grandezas observaveis em Mecanica Quéntica (tais como a componente do spin
de um elétron ou a posi¢ao de uma particula) serdo representadas por operadores hermitianos. J4 operadores
unitarios, por deixarem invariante o produto interno, serdo responsaveis pela evolugao temporal de um sistema

bem como estardo também associados a transformacoes de simetria.

6.4 Comutadores

Outra 4lgebra muito importante definida em L(V') é a élgebra dos comutadores. Como em geral a dlgebra de
operadores (6.35) é ndo comutativa, a operagao de comutador indica, de certa forma, “o quanto dois operadores

nao comutam entre si.”

Defini¢ao 6.6. Dados dois operadores X,Y € L(V) definimos assim o seu comutador:

[X,Y]=XY —YX (6.45)
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Como consequéncia imediata seguem as propriedades:

X,Y] = -[V,X] (6.46)
[aX,8Y] = aB[X,Y] (6.47)
X,Y+Z] = [X,Y]+[X,Z] (6.48)
X+Y,2] = [X,Z]+][Y,Z] (6.49)
(XY, Z] = X,[Y,Z]+[X,2]Y (6.50)
X,YZ] = [X,Y]Z+Y[X,Z] (6.51)
([x,Y],z] = -[2X]Y]-[Y.2],X] (6.52)

A equag@o (6.45) na defini¢do 6.6, satisfazendo A1l e A2 na definigdo geral 5.1 de algebra, estabelece uma algebra
de comutadores em L(V'). Veremos adiante em Mecéanica Quantica que dois observdveis que nao comutam entre

si ndo podem ser medidos simultaneamente.

7 Autovalores e Autovetores

Dado um espago vetorial V, selecionamos |x >€ V e A € L(V). Aplicando A sobre |z > obtemos o vetor
|y >= Az. Em geral Alz > ndo é igual a um miltiplo de | >, isto é, em geral Ja € F tal que |y >= ajz >.
>, ... tais

€ F. Denominamos os kets

Contudo, dado um operador A, podem existir kets especiais, aqui denotados por |a’ >,|a” >,|a"”

que: Ala' >=d'|la’ >, Ald” >=a"]d" >, Ald" >=a

"

"a"" >, ... paraad,a"a

|a" >,|a” >, ... de autovetores de A, e os niimeros complexos a’,a’’,a"”’ seus correspondentes autovalores

Defini¢ao 7.1. O vetor |¢p >€ V € dito um autovetor do operador A € L(V) se emistir a # 0 € F tal que

Al >= alyp >. Nesse caso dizemos que « € o autovalor de A correspondente ao autovetor |1 >.

A notacao |a’ >, |a”’ >, para designar os autovetores de A com autovalores a’,a’” , é 1til e conveniente, mas
nem sempre possivel ou precisa.® Um dos fatores que caracterizam a importancia de operadores hermitianos é

o fato de seus autovalores serem sempre reais, conforme vemos no teorema a seguir:

Teorema 7.1. (a) Os autovalores de um operador hermitiano A sdo reais e (b) os autovetores correspondentes

a diferentes autovalores sGo ortogonais.

Demonstracao. Escrevendo os autovalores e autovetores do operador hermitiano A como

Ald' >=d'|a’ > e Ala"” >=ad"|a" > (7.53)
obtemos
<d'|A=d" <d"| (7.54)
Logo
<ad"|Ald >=d' <d"|d >=d"x < a"ld > (7.55)
(@' —a"™) <a"ld >=0 (7.56)

Escolhendo a’ = a” concluimos que a’ = a’* e portanto cada autovalor de A é real.
Para autovalores distintos @’ = a” segue necessariamente que < a’'|a’ >= 0, ou seja os autovetores sdo
b

ortogonais. O

Definicao 7.2. Um observdvel € um operador hermitiano cujos autovetores constituem uma base para o espago

vetorial em questdo .

5Por exemplo se somente o valor a’ nio for suficiente para caracterizar univocamente o vetor |a’ >€ V, ou ainda, se estivermos
trabalhando com mais de um operador A, B,C € L(V).
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Dado um observavel A, sempre dispomos de uma base ortonormal de autovetores:
1 /
<a ‘G, >= 60.’0.”
Podemos expandir um ket arbitrdrio |o > como
/
oo >= E corla’ >
com os coeficientes ¢, =< a’|a > ou seja

o >=>"la' ><d|a>

7.1 Representacao Matricial

Representaremos as componentes de um vetor de V' numa dada base através de matrizes coluna:

ai bl

as bo
la>=| | ; b >=

Qn bn

Os vetores do espago dual por sua vez serdao representados por matrizes linha:

<al = (aj a5 ... ap),

b7 by ... b))

< b|

Nesse caso o produto interno é obtido pela regra usual de multiplicacao de matrizes:

<alb>= (al a3 ... ay) ) = ajby +asbs+ ... +anb,.
bn

8 Descricao de Sistemas Fisicos

(7.57)

(7.58)

(7.59)

(7.60)

(7.61)

(7.62)

Nesta se¢@o nos concentraremos em como descrever um sistema fisico utilizando o formalismo de espagos vetoriais

desenvolvido nas segOes anteriores. Em particular veremos como extrair valores numéricos do modelo para

comparar com medidas experimentais.

8.1 Contextualizacao Histérica

A compreensdo de fenémenos fisicos relacionados a escala subatomica da matéria sofreu enorme reviravolta

durante os primeiros 30 anos do século XX. Existem dados observacionais cuja nao descricao adequada pela

Fisica Cléssica intrigou na época a comunidade de fisicos. Tais dados empiricos ndo explicados pela Fisica

Classica constituiram sérios problemas, dentre os quais podemos, por exemplo, citar:
- radiacao de corpo negro
- teoria de calores especificos de Einstein-Debye
- modelo atomico de Bohr
- ondas de matéria de de Broglie
- efeito fotoelétrico

- efeito Compton
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A adequada descricdo matemética de tais fendmenos, plenamente consistente com os dados experimentais, levou
a formulacdo de uma “nova fisica” - a Mecanica Quéantica.

A Mecanica Quantica foi estabelecida no século XX através de um conjunto de esforcos simultaneos de
vérios grupos de pesquisadores internacionais. Contrariamente a teorias fisicas mais antigas, ndo ha como
estabelecer somente um “pai da Fisica Quéntica”. Para citar nomes, dentre uma enorme gama de colaboradores
na construgdo da Mecanica Quéantica como conhecemos hoje, podemos destacar os pioneiros Werner Heisenberg,
Erwin Schrédinger, e Paul Dirac.

8.2 Experimento de Stern-Gerlach

Durante os anos de 1921 e 1922, Otto Stern e Walther Gerlach realizaram um experimento fisico em Frankfurt
com atomos de prata que veio a se tornar um dos icones da Mecéanica Quéantica. Os resultados de tal experimento
nao podem ser explicados pela Fisica Classica. De fato, o experimento de Stern-Gerlach pode ser descrito por
um sistema quéntico simples bidimensional, o qual utilizaremos para ilustrar as principais caracteristicas da
Mecéanica Quantica. Escolhemos este sistema para comecar, por um lado, por sua simplicidade matematica
(espago vetorial complexo bidimensional) e, por outro, por exibir radicais diferengas em relagdo a sistemas
classicos, enfatizando portanto seus aspectos quanticos.

Considere um conjunto de dtomos de prata que sdo aquecidos em um forno. Através de um orificio no forno,
geramos um feixe colimado de &tomos de prata que passa por um campo magnético ndo-homogéneo (figura
1). Apds a passagem através do campo magnétcio os dtomos interagem com um detector que determina suas

posigdes espaciais. Observa-se que o feixe inicial é subdivido em dois feixes distintos. Como explicamos esse

Z

para o detector
i S —

campo B

Figura 1: O experimento de Stern-Gerlach (1921-1922)

resultado?

8.3 Espaco de Estados

Consideremos um espago vetorial complexo de dimensionalidade especificada de acordo com a natureza fisica do
sistema em questao.
Um estado fisico do sistema é representado por uma vetor deste espago, denominado vetor de estado (ou
ket):
| > = | estado do sistema > . (8.63)

Postulamos que o vetor de estado contém toda informagao do estado fisico. Ou seja, qualquer informacédo a
que possamos ter acesso sobre o sistema deve estar contida no vetor de estado. Se o estado do sistema evoluir
com o tempo, entdo |a > deve ser fun¢ao do tempo. Por enquanto vamos nos preocupar apenas com a descrigao
do sistema fisico num instante de tempo fixo, o problema de sua evolugao temporal serd abordado a partir da

secao 9.

15
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No exemplo do experimento de Stern-Gerlach, o estado Sz+ sera representado por:
[S.; + > . (8.64)

A notagao |S.;+ > caracteriza o vetor que representa um &tomo que apds passar pelo campo magnético na
dire¢cdo Z rumou no sentido positivo. Se o dtomo tivesse rumado no sentido negativo da diregdo Z, seu estado
seria |Sz; — >

Como existem duas possibilidades distintas medidas na saida do experimento de Stern-Gerlach, estamos
diante de um espago vetorial complexo de dimensdo dois: O estado |S;; + > é uma combinagdo linear de
estados relativos a S.:

1 1
Se; +>= —|S.;+> +—|5,; — >, 8.65
| 7! 7! (5.65)
assim como ) )
Sz; —>= —|S:;+> ——|5:; — > 8.66
| 75! 7! (5.66)

Naturalmente se estamos representando estados do sistema como elementos de um espago vetorial, temos o
direito de somarmos dois estados e obter um terceiro.
De fato consideraremos que dois kets miltiplos um do outro representam o mesmo estado. Ou seja um estado

fisico é uma classe de equivaléncia no espaco dos kets. Por exemplo os seguintes dois kets:
2|Sz; 4+ > +3i|Sy; — >, 4]Sz;+ > +6i]Sy; — > (8.67)

representam o mesmo estado fisico.

8.4 Observaveis

Um observavel A pode ser representado por um operador hermitiano atuando sobre o espago dos kets:
|18 >= Ala > . (8.68)

Naturalmente podemos ter autovalores e autovetores. Um auto-vetor do operador hermitiano A é um ket
denotado por |a > tal que
Ala >=ala >, (8.69)

onde a € R é o autovalor correspondente. Lembramos que, de acordo com o teorema 7.1, os autovalores de
um operador hermitiano sao reais. O resultado a ser efetivamente medido em um dado experimento fisico serd
sempre um autovalor de um operador hermitiano.

Reportando ao exemplo do experimento de Stern-Gerlach, associamos operadores aos aparatos de medida.

Considerando trés direcoes espaciais mutuamente ortogonais X,Y e Z, construimos os operadores:
Sz, Sy, S:. (8.70)

Resultados fisicos das medidas (ntmeros reais) serao associados aos autovalores dos operadores. Por exemplo
ao observarmos a divisdo do feixe no experimento de Stern-Gerlach (figura 1) nos dois sentidos possiveis da

diregdo Z estamos medindo a componente Z do momento angular (spin do ultimo elétron) do dtomo de prata,

: h —h
cujo valor pode ser 5 ou —*

5 . Por defini¢do temos entao:

h
S:1Sz;+ > :§|33;+> , (8.71)

Se|Sz—> = — Z|Sz;f > . (8.72)

O mesmo ocorre se girarmos o aparato da diregdo espacial Z para X:

h

SulSoie > = — gww;— > . (8.74)
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De fato no presente caso bidimensional, os dois autovetores de qualquer um dos trés operadores S, Sy, S-
constituem uma base.

Para fixarmos uma referéncia, tomamos os autovetores de S, como base e introduzimos a notagao:
|+ > =|95+>, |—>=|S;—>. (8.75)

Portanto os vetores |+ > e |— > representam, por defini¢do, os autovetores do operador S, e constituem
uma base para o espaco de estados. Naturalmente podemos escrever qualquer estado fisico do sistema como

uma combinagao linear de |+ > e |- >. Alguns estados tipicos para o d4tomo de prata sao:

a) |Ss+> =+ >,

b) [S:=> =|- >,

) [Sas+> = 5|+ > + 55— >,

d) [Se5—> = — 5|+ >+ 5>,

e) > =a|l+ > +b— >, coma’a+bb=1.

8.5 Medida em Mecanica Quantica

Uma das principais diferengas entre a Mecanica Quéntica e a Mecanica Classica encontra-se na forma como o
problema da medida é tratado. Nas palavras de um dos pais da Mecanica Quéantica: “Uma medida sempre faz

o sistema “saltar” para um auto-estado da varidvel dindmica que estd sendo medida.” (P. A. M. Dirac)
la >= an/\a/ >= Z la" >< a'la> . (8.76)
a’ a’

A partir do estado | > acima, ao efetuamos uma medida referente ao observdvel A, o sistema “colapsa” para

um dos auto estados de A:
medida de A
4>

| > la" > . (8.77)

Estando ja o sistema em um dos autoestados de A, uma medida deste observavel ndo altera o estado dos sistema:
, medida de A ,
la" > ——— |a’ > . (8.78)
8.6 Particula em Uma Dimensao

Analisemos agora um segundo exemplo simples e interessante: uma particula em movimento unidimensional.
Desejamos portanto descrever o estado de uma particula que pode ser localizada ao longo de uma linha reta.

Um possivel experimento é “localizar” a particula, isto é, medir a posi¢cdo onde ela se encontra. Como o
resultado dessa medida pode ser em principio qualquer nimero real, precisamos de um espago vetorial complexo
de dimenséo infinita!

Associamos a particula um vetor de estado:

|t >= () (8.79)

Definimos X como um operador hermitiano cujos autovalores representam a posigdo da particula. Associada
a X dispomos de uma base |z > tal que:
X|z >=z|z > (8.80)

8.7 Relagao de Incerteza

Dado um observéavel A, definimos o operador
AA=A—- <A> (8.81)
o valor de espera de (AA)? é a dispersdo de A. Observe que

<(AAP > = <A —24<A> + <A>7> = <A’> - <A>? (8.82)

17
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A dispersdo de um observavel A, relativa a um estado, caracteriza a “incerteza” no conhecimento de A.

Por exemplo para o estado S.+ de um sistema de spin 1/2 temos

hQ
<S§>7<Sz>2zz (8.83)
De forma geral pode-se demonstrar a seguinte relagdo de incerteza:
< (AA)?> <(AB)*> >|<[A,B] > (8.84)

Em particular vemos que se dois observdveis A e B ndo comutarem entre si, ou seja se [A, B] # 0, existe
um limite tedrico para as correspondentes incertezas. Ou seja, ndo podemos determinar A e B com precisao

arbitraria simultaneamente.

9 Dinamica Quantica

Até o momento estdvamos preocupados apenas com a descri¢do estatdtica de um sistema fisico e como a partir
desta podiamos efeturar previsdes (probabilisticas) de resultados experimentais num dado instante fixo de tempo.
Nesta se¢ao veremos como os estados fisicos evoluem dinamicamente com o tempo.
Dado um sistema fisico (espagco vetorial complexo), considere dois estados do sistema (vetores) num dado
instante de tempo ¢t = 0:
> e |p>€eV

Apébs um certo intervalo de tempo t é possivel que tais estados tenham se modificado, digamos que tenham
evoluido para:
[ >— |9@) >, |6>— () > .

Tal evolugao deve ocorrer mantendo invariante os produtos internos:
<alb>=<a(t)b(t) > . (9.85)
Considerando que a evolugao temporal é realizada por um operador U (t)
[p(t) > =U(t)ly > (9.86)
concluimos que
<YPlp> = <A@R)|BE) > = < A|UJr(t)U(t)B > = UT(t)U(t) =1. (9.87)

Ou seja, U(t) deve ser um operador unitério.
Postulamos que a evolucao temporal dos vetores de estado é determinada pelo operador Hamiltoniana H

através de:

m%u(t) — HU(t) (9.88)
que por sua vez conduz a
m%w(t) > = Hlp(t) > (9.89)

conhecida como a famosa equagao de Schroedinger!

9.1 Os Postulados da Mecanica Quantica

Apébs a discussdo do formalismo matemdtico e da andlise dos exemplos anteriores, estamos finalmente em
condicoes de apresentarmos os postulados da Mecanica Quantica:

1) Em um dado instante de tempo fixo to o estado de um sistema fisico é definido por um ket | (to) >
pertencente a um espago vetorial V' associado ao sistema.

2) Quantidades mensurdveis sdo descritas por operadores hermitianos atuando em V.
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3) Os resultados possiveis para a medida de uma quantidade fisica correspondem aos autovalores do respectivo
observavel.
4) A probabilidade de obtermos um dado autovalor a,, associado a um observivel em um estado normalizado
| > é dada por
Plan) =| < unlp > . (9.90)

5) Imediatamente apds a medida de um autovalor associado a um observével o sistema colapsa para o
autoestado correspondente.

6) A evolugao temporal de um estado fisico é governada pela equagao de Schréedinger:

d
ih=- [ (t) > = Hly(t) > (9.91)

10 Aplicagcoes da Mecanica Quantica

O acordo experimental com as previsdes da Mecénica Quéntica em inimeras situacoes fisicas é inegdvel. Em
particular a descricao de sistemas subatomicos, da tabela periédica, reagoes quimicas e nucleares, além de todos
os problemas mencionados no inicio da secao 8, constituem exemplos do escopo de aplicagoes bem sucedidas da

Mecéanica Quéntica. Nesta se¢do estudaremos exemplos simples de evolugdo temporal de sistemas quanticos.

10.1 Campo Magnético Uniforme - Evolugao do Spin

Consideremos um sistema de spin 1/2 com momento magnético eh/2mc submetido & agdo de um campo

magnético uniforme estatico B.

H=CsB="Lg —us. (10.92)
mc mc

Nesse caso como H independe do tempo, a solucao para

ih%U(t) — HU(t) (10.93)
é simplesmente _
U(t) = exp(_z“;fzt). (10.94)

A partir do estado inicial [¢p > =a|+ > +b| — > determinamos

[(t) > :aexp(%mﬂ-i- > -l-bexp(—Hwt

)= > (10.95)

Se o sistema estiver inicialmente com spin na direcdo Z positivo

a=1,b=0, > =]+ > (10.96)
ele assim permanecera:
—twt
[p(t) > = eXp(T)H + > . (10.97)

Esse é portanto um exemplo de um estado estaciondrio, pois |1(t) > somente modifica sua fase com o passar do
tempo.

Contudo suponha que ele esteja inicialmente no estado S+, caracterizado por

a=b= ? . (10.98)

Um célculo simples de probabilidade nos conduz a

| < Su;4+0(t) > > = cos® =, (10.99)

| < Sus =) > |2 = sen®2E . (10.100)
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A probabilidade de encontrarmos o sistema com spin nas diregdes positiva e negativa orbita com frequéncia w.

Para os valores médio das trés componentes do spin, calculamos:

h. cos?wt —h qwt h
<S> = (5) 5+ (7)sen -5 = (5) cos wt (10.101)
h
< Sy > = (g)senwt (10.102)
<S> =0. (10.103)

Ou seja, o spin precessiona em torno do eixo Z.

10.2 Particula Livre Unidimensional

Consideremos novamente uma particula em movimento ao longo de uma linha reta, conforme vimos na se¢ao

8.5. Os estados possiveis para a particula sdo dados pelas fungdes complexas

[ >= () (10.104)

Para determinarmos a evolugdo temporal precisamos do operador hamiltoniano. A Fisica nos informa que para

uma particula livre, o operador Hamiltoniano é dado por

—n? 9?
Os auto estados desse hamiltoniano podem ser escritos como
Yp(z) = Ae I (10.106)

onde p representa um nuimero real parametrizando uma familia infinita de autofungoes.
A solugdo de onda plana (10.106) para particula livre descreve uma particula com momento linear p bem
definido, com densidade de probabilidade igualmente distribuida por todo o espago. De certa forma esse resultado

é o andlogo a primeira lei de Newton (lei da inércia) da Fisica Cldssica para a Mecanica Quantica.

11 Conclusoes

Dentre as varias aplicacoes da Algebra Linear estudamos em detalhe seu papel na Mecanica Quéntica. Revisamos
definigbes e propriedades de vérias estruturas algébricas, desde o conceito de grupo até o de algebras sobre
espagos vetoriais complexos. Enfatizamos o papel desempenhado pela Algebra Linear na Mecéanica Quantica
descrevendo os estados possiveis de um sistema fisico através de um espago vetorial complexo e associando
operadores hermitianos a grandezas observaveis. Aplicamos o formalismo aos exemplos de campo magnético
uniforme e particula livre.

Para encerrarmos essa breve digressao sobre Algebra Linear aplicada & Mecanica Quéantica, é importante
ressaltarmos os seguintes aspectos:

(i) Historicamente, a Matemética e a Fisica sempre se desenvolveram juntas - uma auxiliando a outra -
conforme pode ser constatado observando qualquer compéndio de histéria de uma dessas duas ciéncias. Atual-
mente um alto grau de especializagao nas areas de pesquisa de ponta separa fortemente essas duas grandes dreas
do conhecimento, tornando muitas vezes o didlogo entre seus representantes impossivel. Acreditamos que esta
parceria entre Matemadtica e Fisica deve ser resgatada, bara o beneficio de ambas. Neste trabalho conectando
Algebra Linear e Mecéanica Quantica fica patente que ambas as dreas podem contribuir significativamente para
o desenvolvimento da outra.

(ii) Existem conceitualmente muitos problemas mateméticos interessantes em aberto na Mecanica Quantica.
Nem a Fisica nem a Matematica sdo Ciéncias prontas e acabadas, mas encontram-se em ativo desenvolvimento.
Procuramos mostrar nesse trabalho que muito ainda falta a ser feito. Existe um vasto campo de trabalho
aguardando nossos atuais jovens estudantes. Em particular em Anélise Funcional temos muitos resultados ainda

a serem explorados em espacos vetoriais de dimens&o infinita.
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(iii) Ao ensinarmos Matemdtica de maneira geral, mesmo nas primeiras séries fundamentais, ndo podemos
perder de vista suas inimeras aplicagées . A maior parte da Matematica Moderna, dita abstrata, possui bastante
aplicagdo em Fisica. Acreditamos ser importante mostrar, particularmente a alunos de matemética pura, onde
a abstragdo de definigbes, teoremas, lemas, provas, etc. pode levar. Vimos neste trabalho de forma concreta
como a algebra abstrata pode conduzir a resultados numéricos sobre um sistema fisico a serem confrontados com
medidas experimentais.

(iv) A generalizacao da Mecanica Quantica para a Teoria Quantica de Campos apresenta enormes dificuldades
conceituais matematicas. A Mecanica Quéantica ainda ndo é o “fim da histéria”’, para compatibiliza-la com a
Relatividade Restrita é necessario uma radical generalizagdo - a chamada “segunda quantizagdo”. Apesar do
inegavel avango na explicagdo e previsdo de resultados experimentais muito ainda falta para “arrumar a casa”

(axiomatizagdo ). Ou seja: mais um fértil campo de trabalho para o matemédtico puro.
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